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O ile moge sqdzié, Zrodtem wszystkich
apriorycznych stwierdzen fizyki jest symetria.
H. Weyl
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Wstep

Jezeli T} jest zamknigta powierzchnig orientowalng, to grupa homeotopii M
tej powierzchni nazywamy grupe klas izotopii jej homeomorfizméw zachowuja-
cych orientacje. Celem ponizszej pracy jest zbadanie podstawowych wlasnosci
rozszerzonej grupy homeotopii M;t, tzn. grupy klas izotopii wszystkich home-
omorfizméw powierzchni Ty, réwniez tych zmieniajacych orientacje. Postugujac
sie skonczonym zbiorem generatoréw grupy M, podanym przez Lickorisha [13]
dowodzimy, ze grupa ./\/l;IE jest generowana przez symetrie. Nastepnie rozklada-
jac podane przez Wajnryba [17] dwa generatory grupy M, na iloczyny dwoéch
symetrii, pokazujemy, ze grupa M;E jest generowana przez cztery symetrie. Wspo-
mniane wyniki sa nowe i jak dotad niepublikowane. Jako przyklad zastosowania
symetrii jako generatoréw grupy ./\/léE podajemy nowy dowdd doskonalosci grupy
homeotopii.

Jednym z powodéw duzego znaczenia grupy homeotopii, jest jej rola w kon-
strukeji przestrzeni moduli powierzchni Riemanna. Méwigc doktadniej grupa M,
dziala jako grupa izometrii na przestrzeni Teichmiillera T'g oraz przestrzen orbit
tego dzialania jest przestrzenia moduli zwartych powierzchni Riemanna rodzaju
g. Okazuje sie, ze dzialanie grupy M, na przestrzeni Teichmiillera Ty mozna
przedtuzyé¢ do dzialania grupy M;t i jako przestrzen orbit tego dziatania otrzy-
mujemy przestrzen moduli struktur powierzchni Kleina na powierzchni T,.

Struktura pracy odzwierciedla dualno$¢ stosowanych w niej metod. Z jednej
strony sa to metody topologiczne, z drugiej natomiast uzywamy kombinatorycz-
nych metod teorii grup automorfizméw powierzchni Riemanna. Pierwszy rozdzial
zawiera podstawowe wiadomosci z teorii grup NEC i Fuchsa, oraz wyjasdnia ich
zwiazek z grupami automorfizméw powierzchni Riemanna. Rozdziat drugi jest po-
Swiecony symetriom powierzchni Riemanna. Postugujac sie dziewietnastowiecz-
nym twierdzeniem Harnacka definiujemy typ topologiczny symetrii i pokazujemy
jak w pewnych sytuacjach mozna go efektywnie wyznaczy¢. Na koniec dowodzimy
dwoch technicznych lematéw, ktore zostang wykorzystane w rozdziale czwartym
do dowodu doskonatoéci grupy homeotopii. W trzecim rozdziale wprowadzamy
pojecie grupy homeotopii oraz podajemy kilka twierdzen opisujacych jej gene-
ratory. Jako produkt uboczny naszych rozwazan otrzymujemy dowdd tego, ze
jest ona generowana przez trzy elementy. W rozdziale czwartym, badamy pod-
stawowe wlasno$ci rozszerzonej grupy homeotopii. Dowodzimy, ze grupa ta jest
generowana przez cztery symetrie, oraz podajemy nowy dowdd jej doskonatosci.

Pragne bardzo serdecznie podziekowaé panu profesorowi Grzegorzowi Gro-
madzkiemu za zainteresowanie mnie tak ciekawa tematyka jak i za pomoc w
przygotowaniu i redakcji pracy. Dziekuje réwniez pani Aleksandrze Grabowskiej
za pomoc w wykonaniu ilustracji.



ROZDZIAL 1

Podgrupy grupy izometrii ptaszczyzny hiperbolicznej

Ponizej przedstawiamy podstawowe wtasnosci grup NEC i Fuchsa, z ktérych
bedziemy korzysta¢ w dalszej czeéci pracy. Odsytacze do oryginalnych prac jak i
dowody wiekszosci z przedstawionych twierdzen mozna znalezé w [6].

1. Grupy NEC

DEFINICIJA. Podgrupe A grupy izometrii ptaszczyzny hiperbolicznej ‘H na-
zywamy nieeuklidesowq grupg krystalograficzng, z ang. NEC' (non-euclidean cry-
stallographic group) o ile:

(1) A dziata w sposéb nieciagly, tzn. dowolny punkt z € H posiada otoczenie
otwarte U takie, ze zbiér {A € A | U NAU # 0} jest skofczony;
(2) przestrzen orbit H/A jest przestrzenia zwarta.

1.1. Przedstawienie grupy NEC.

DEFINICIA. Obszarem fundamentalnym dziatania NEC grupy A nazywamy
dowolny domkniety podzbidr F' plaszczyzny hiperbolicznej H spetniajacy warunki
(1) dla dowolnego punktu z € H istnieje A € A taki, ze Az € F;
(2) jezeli Az € Int F to element A jest wyznaczony jednoznacznie;
(3) pole zbioru F'\ Int F' jest réwne zero.

STWIERDZENIE 1.1. Dowolna NEC grupa A posiada obszar fundamentalny
F, bedgcy wielokgtem wypukiym, oraz dla kaZdego z bokow c takiego wielokqgta
istnieje jedyny element A\, € A taki, Ze F N A F = c. Wielokgt F moze byc
ponadto wybrany w taki sposob, zZe
e jezeli przestrzen orbit H/A jest orientowalna to bokom wielokgta F przy-
porzgdkowane sq¢ kolejno elementy

-1 -1 -1 -1
fI,'l,Z'l gy Ly XTp 76170107"'70181761 ,...,ek,CkO,...,Cksk,ek )

-1 ;-1 -1 ;-1
ar,bi,ay ,by ... ag,bg,a, 7, by

e jezeli przestrzen orbit H/A jest nieorientowalna to bokom wielokgta F
przyporzgdkowane sg kolejno elementy

-1 -1 -1 -1
fI,'l,Z'l gy Ly Ty 76170107"'70181761 ,...,ek,CkO,...,Cksk,ek )
—1 —1
didi,. .. dy,d

gdzie x1, ...,z sq obrotami hiperbolicznymu, c;; sq symetriami, aq,...,aq,b1,...,bq
sq translacjami hiperbolicznymi oraz kazdy z elementéw dy,...,d, jest symetrig
z poélizgiem.
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Przy oznaczeniach z tezy poprzedniego stwierdzenia, jezeli przez m; ozna-

czymy rzad elementu z; a przez n;; rzad elementu c;;_ic¢;; dla i = 1,...,k,
J=1,...,s;, to ciag symboli
(1) (gv :l:7 [m17 ... 7m7‘]; {(n117 o 7n181)7 ey (nk17 o 7nksk)})

gdzie na drugim miejscu mamy znak + lub — w zaleznosci od tego czy przestrzen
H/A jest orientowalna czy nie, nazywamy sygnaturg grupy A i oznaczamy o(A).

TWIERDZENIE 1.2. Przy powyzszych oznaczeniach, grupa A ma przedstawie-
nie
e generatory
T; 1=1,...,r
Cij ’i=1,...,k,j=0,...,8i
€; 1= 1, ey k

a;,b; 1=1,..., g jeieli sygnatura ma znak +
d; i=1,...,9 jezeli sygnatura ma znak —

e relacje
" =1 i=1,...,r
Cz’size;lcioei i=1,...,k
=1 i=1,....k 7=0,...,s
(Cij—1cij)™ =1 i=1,...,k, j=1,...,s;
Ty xper - eglar, bi] - lag, byl =1 jezeli sygnatura ma znak +
Ty xper - epdy - dg =1 jezeli sygnatura ma znak —

Generatory NEC grupy A opisane w powyzszym twierdzeniu bedziemy nazy-
waé generatorami kanonicznymi (ze wzgledu na obszar fundamentalny F).

STWIERDZENIE 1.3. KaZda symetria NEC grupy A jest sprzezona z syme-
trig kanoniczng. Kazdy element eliptyczny jest natomiast sprzezony bedZ z potegq
kanonicznego generatora eliptycznego, badz z potegq iloczynu c;;_1ci; sgsiednich
symetrit kanonicznych.

Przez grupe o sygnaturze (1) bedziemy rozumie¢ abstrakcyjna grupe o przed-
stawieniu jak w twierdzeniu 1.2, tzn. nie zakladamy, ze pochodzi ona od pewnej
grupy NEC.

1.2. Pole grupy NEC.

DEFINICJA. Jezeli A jest grupa o sygnaturze (1), to polem grupy A nazywamy
liczbe

- 1 1 g & 1
wu(A) = 2w 5g'—2+k+2(1——)+—22 1——
: m; 24 : N4
i=1 i=1j=1 J
TWIERDZENIE 1.4. JeZeli A jest grupg NEC, to jej pole jest réwne hiperbo-
licznemu polu dowolnego obszaru fundamentalnego F'.

TWIERDZENIE 1.5. Abstrakcyjna grupa A o sygnaturze (1) moze byé zrealizo-
wana jako grupa NEC wtedy i tylko wtedy, gdy u(A) > 0.



2. GRUPY FUCHSA 4

1.3. Podgrupy grupy NEC.

TWIERDZENIE 1.6 (wzér Hurwitza—Riemanna). Jezeli A’ < A jest podgrupg
skoniczonego indeksu NEC grupy A, to A’ tez jest grupg NEC i zachodzi zwiqzek

H(A,)/,u(/l) =[A:A].

Zalézmy, ze A jest podgrupa normalng NEC grupy A sygnaturze (1). Genera-
tor kanoniczny grupy A, ktéry nie nalezy do A’ nazywamy wlasciwym (ze wzgledu
na podgrupe A’). Element grupy A nazywamy wlasciwym (ze wzgledu na podgru-
pe A’) jezeli mozna go przedstawi¢ jako produkt generatoréw wlasciwych. Przy
wprowadzonych oznaczeniach i terminologii mamy nastepujace

TWIERDZENIE 1.7. Jezeli [A : A] jest liczbg parzystq, to sygnatura grupy A’
ma znak — wtedy 1 tylko wtedy, gdy A’ zawiera kanoniczng symetrie z poslizgiem
lub nieorientowalny element wiasciwy grupy A.

Niech C(G, g) oznacza centralizator elementu g, w grupie G.
Kolejne twierdzenie jest rozwinieciem wyniku otrzymanego przez Singermana
[15]. Jego dowdd mozna znalezé w [7].

TWIERDZENIE 1.8. Jezeli NEC grupa A ma sygnature (1) i dla ustalonego
1 <i <k oznaczymy c; = ¢;j, nj = n;j, e = ¢e;, s = 8; to mamy

e jezeli s >0 to

C(A, o) = {co, (ecse™eg)™ /2, (coer )™/ ?)

C(A,¢) = (¢, (¢j16))"2, (cjecira) /2 dlas>j>0
o jezelis =0 to

C(4,c0) = (o, €)
2. Grupy Fuchsa

DEFINICIA. NEC grupe I' nazywamy grupa Fuchsa o ile nie zawiera elemen-
tow zmieniajacych orientacje.

PRZYKEAD 1.9. Jezeli A jest grupa NEC, to zbiér AT jej elementéw zacho-
wujacych orientacje jest grupa Fuchsa oraz [A : AT] = 2 lub 1. Podgrupe A™
nazywamy kanoniczng podgrupg Fuchsa grupy A.

Poniewaz grupa Fuchsa nie zawiera elementéw zmieniajacych orientacje, wiec
jej sygnatura jest postaci:

(g:+5[m1,. .. ome]; {=})
co bedziemy krétko zapisywaé jako
(g;my,...,my).

DEFINICIJA. Grupe Fuchsa nazywamy powierzchniowq grupa Fuchsa o ile nie
zawiera obrotéw hiperbolicznych, co na mocy stwierdzenia 1.3 jest réwnowazne
temu, ze ma ona sygnature postaci:

(2) (9:-)
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3. Powierzchnie Riemanna i ich automorfizmy

DEFINICIA. Niech U bedzie otwartym podzbiorem powierzchni X. Home-
omorfizm ¢: U — V, gdzie V C C nazywamy mapq zespolong na X. Dwie mapy
p;: Uy — Vi, = 1,2 nagywamy analitycznie zgodnymi, o ile odwzorowanie

P20 01U NU2) = ¢2(Ur N Vo)

jest analitycznym homeomorfizmem (rysunek 1).

RYSUNEK 1. Zgodno$¢ map @1: Uy — Vi i @g: Uy — Va.

DEFINICIA. Atlasem analitycznym na powierzchni X nazywamy zbior
L[Z{(pi: U, —V,, iGI}

analitycznie zgodnych map taki, ze J;c; Ui = X. Dwa atlasy 4 i {l' nazywamy
analitycznie zgodnymi, o ile kazda mapa atlasu il jest analitycznie zgodna z kazda
mapa atlasu ',

STWIERDZENIE 1.10. Relacja analitycznej zgodnosci atlaséw jest relacjg row-
nowaznosci.

DEFINICIA. Strukturg zespolong na powierzchni X nazywamy klase abstrakcji
analitycznie zgodnych atlaséw na X.

STWIERDZENIE 1.11. KazZda struktura zespolona na X zawiera atlas maksy-
malny.

DEFINICJA. Powierzchnig Riemanna nazywamy pare (X,X), gdzie ¥ jest
struktura zespolong na X.

DEFINICJA. Jezeli U = {¢;: U; — V;, i € I} jest atlasem maksymalnym na
powierzchni Riemanna X to ciagle odwzorowanie f: X — X nazywamy
o analitycznym, o ile dla kazdej pary map ¢1: Uy — Vi i pg: Uy — Vo
takich, ze f(U;) C Us odwzorowanie
profopitiVi—Vy

jest analityczne (rysunek 2).
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RYSUNEK 2. Lokalna postaé¢ odwzorowania analitycznego f: X — X.

o antyanalitycznym, o ile dla kazdej pary map ¢1: Uy — Vi ipg: Uy — V5
takich, ze f(U;) C Us odwzorowanie

Eo(paofoprh): Vi —E(Va)

jest analityczne, gdzie {: C — C jest sprzezeniem, tzn. {(z) = Z (rysu-
nek 3).

RysUNEK 3. Lokalna posta¢ odwzorowania antyanalitycznego
f: X —-X.

o dianalitycznym, o ile jest analityczne badz antyanalityczne.

DEFINICJA.

(1) Automorfizmem powierzchni Riemanna X, nazywamy dianalityczny ho-
meomorfizm tej powierzchni. Grupe wszystkich automorfizméw powie-
rzchni X bedziemy oznaczaé przez Aut(X).

(2) Automorfizm powierzchni Riemanna X nazywamy analitycznym o ile
jest on odwzorowaniem analitycznym. Grupe automorfizméw analitycz-
nych oznaczamy przez Aut™ (X).

STWIERDZENIE 1.12. Jezeli X jest powierzchnig Riemanna, to
Aut™(X) = {f € Aut(X) | f zachowuje orientacje X }.
W szczegblnosci [Aut(X) : Aut™(X)] =2 lub 1.
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STWIERDZENIE 1.13. Jezeli I' jest powierzchniowq grupg Fuchsa o sygnaturze
(2) to X = H/I jest orientowalng powierzchnig rodzaju g i rzutowanie 7: H — X
jest topologicznym nakryciem.

TWIERDZENIE 1.14. Jezeli I jest powierzchniowg grupg Fuchsa, to na X = H/
mozna wprowadzi¢ jedyng strukture powierzchni Riemanna, przy ktorej rzutowa-
nie m: H — X jest analityczne. Jezeli A>T jest grupg NEC, to grupa A/l dziala
na X jako grupa automorfizméw, przy czym jezeli A jest grupg Fuchsa, to A/l
dziata na X jako grupa automorfizmoéw analitycznych.

_ TWIERDZENIE 1.15. Jezeli X jest powierzchniq Riemanna rodzaju g > 2 1
X — X jest nakryciem uniwersalnym, to podnoszqc na X strukture zespolong z
X, mamy X = H. Ponadto grupa przeksztalcen nakrywajgcych I' jest powierzch-
niowq grupg Fuchsa, takg ze X = H/[. Jezeli A jest podniesieniem na nakrycie
grupy Aut(X) to A>T jest grupg NEC oraz
AP = Aut(X).
Ponadto jezeli AT jest kanoniczng podgrupg Fuchsa grupy A to
AP~ Autt(X).

O grupie I' méwimy, Ze uniformizuje ona powierzchnie Riemanna X .



ROZDZIAL 2

Symetrie powierzchni Riemanna

Przez okrgg na powierzchni topologicznej, bedziemy rozumie¢ domknieta pod-
rozmaito$¢ homeomorficzng z okregiem.

1. Typ topologiczny symetrii

DEFINICIJA. Antyanalityczng inwolucje powierzchni Riemanna nazywamy sy-
metrig tej powierzchni.

TWwIERDZENIE 2.1 (Harnack [9]). Niech o bedzie symetrig powierzchni Rie-
manna X rodzaju g > 2. Wtedy zbior punktow stalych Fix(o) symetrii o sklada
sie z k roztgeznych okregéow zwanych owalami w terminologii Hilberta. Ponadto

o jezeli zbior X \ Fix(o) jest spdjny, to 0 < k < g
o w przeciwnym wypadku zbior X \Fix(o) ma dwie skladowe spdjnosci oraz
0<k<g+1l k=g+1 (mod?2).
W pierwszym przypadku, symetrie o nazywamy symetrig nierozdzielajaca, w dru-
gim — symetrig rozdzielajaca.

Dowo6D. Jezeli X = H/ dla powierzchniowej grupy Fuchsa I, to (o) = A/l
dla pewnej NEC grupy A. Poniewaz [A : I'] = 2, wiec grupa I" jest kanonicz-
ng podgrupa Fuchsa grupy A, tzn. sktada sie z tych elementéw grupy A, ktére

zachowuja orientacje H. W szczegdlnosci, poniewaz I nie zawiera elementéw elip-
tycznych, wiec réwniez A ich nie zawiera, co oznacza, ze A ma sygnature postaci:

o(4) = (g5 [ {(-), 5 (4)}) -
Przyjmujac oznaczenia kanonicznych rzutowan na przestrzenie orbit jak w poniz-
szym diagramie,

H
|

| M/ X
)
HjA — X/io)

widzimy, ze zbiér w(Fix(o)) mozna scharakteryzowaé¢ jako zbiér tych punktéw
przestrzeni X, /(o) ktére nie posiadaja otwartego otoczenia prawidtowo nakrytego
przez . Poniewaz rzutowanie wp jest nakryciem, wiec ten sam zbiér traktowany
jako podzbiér przestrzeni H/A, mozemy scharakteryzowaé jako zbiér tych punk-
tow, ktére nie maja otoczenia prawidtowo nakrytego przez m4. Ten ostatni zbiér

8
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pokrywa sie natomiast z brzegiem przestrzeni H/A, czyli sktada sie z k rozlacznych
okregéw (rysunek 1). Poniewaz 7|pix(») jest ciagla i otwarta bijekcja, wige zbiory
Fix(0) i 7(Fix(0)) sa homeomorficzne, co dowodzi pierwszej czesci twierdzenia.

&

RYSUNEK 1. Obszar fundamentalny grupy A w przypadku gdy
sygnatura ma znak 4+ i —. W pierwszym przypadku iloraz jest po-
wierzchnia orientowalng z brzegiem, w drugim natomiast jest po-
wierzchnia nieorientowalng z brzegiem. W obu przypadkach brzeg
sklada sie z k roztacznych okregéw cq,...,ck.

Jezeli zbiér X \ Fix(o) jest spdjny, to obraz 7(7) drogi 7, laczacej dowolny
punkt z € X \Fix(c) z punktem o(z) jest zmieniajaca orientacje petla w X/(g) =
H/A, co oznacza, ze sygnatura grupy A jest postaci:

o(4) = (g5 =5 [ {(=), £ ()})
gdzie ¢’ > 1. Korzystajac teraz z tw. Hurwitza-Riemanna 1.6 otrzymujemy
u(I) = [A: Tp(A) = 2u(A)
co daje 2m(2g —2) = 2-2mw(¢' — 2+ k), za$ po uproszczeniach k = g+ 1 —¢’, skad
otrzymujemy zadanag nieréwnos$é¢ 0 < k < g.

Jezeli natomiast zbiér X \ Fix(o) nie jest spéjny, to k > 0 oraz obciecie 7
do kazdej ze sktadowych jego spdjnosci jest réwniez nakryciem. Poniewaz jednak
T X\Fix(o) Jest nakryciem dwukrotnym, wigc zbior ten ma dokladnie dwie sktado-

we spojnosci i obciecie m do kazdej z tych sktadowych jest homeomorfizmem. W
tym przypadku grupa A ma sygnature:
o(4) = (g5 +; [ {(5), 5 (4)}) -
Tym razem p(A) = 2 - 27(2¢' — 2 + k), podobnie jak poprzednio, otrzymujemy
k=g+1—-2g co kohczy dowdd twierdzenia. O
DEFINICJA. Zachowujac oznaczenia wprowadzone w tresci poprzedniego twier-
dzenia, oraz przyjmujac ¢ = 1 lub € = 0 w zaleznosci od tego, czy zbiér X \ Fix(o)
jest spéjny czy nie, trojke (g, k, ) nazywamy typem topologicznym symetrii o.
UWAGA. Jezeli z kontekstu bedzie wynikaé jaki jest rodzaj powierzchni, na
ktorej dziala symetria o, to typ topologiczny (g, k,0) bedziemy zapisywaé jako
k, natomiast typ (g, k, 1) jako —k.
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UWAGA 2.2. Z udowodnionego twierdzenia wynika, ze jezeli g > 2 i tréjka
(g, k,€) jest typem topologicznym symetrii, to

1<k+e<g+1 oraz g+1=2 (mod2—¢)

W dalszej czesci pracy udowodnimy (patrz uwaga 4.6), ze prawdziwe jest réwniez
twierdzenie odwrotne, tzn. jezeli tréjka (g, k,e) spelnia powyzsze warunki, to
istnieje symetria powierzchni Riemanna typu (g, k, ).

2. Wyznaczanie iloSci owali

Ponizsze twierdzenie pozwala wyznaczy¢ ilos¢ owali symetrii o powierzchni
Riemanna X w sytuacji gdy znamy jej grupe automorfizméw G oraz charakte-
rystyke topologiczng jej dziatania, za ktora odpowiada homomorfizm 6: A — G,
ktorego jadro I' uniformizuje X.

TWIERDZENIE 2.3 (Gromadzki [7]). Przy oznaczeniach jak powyzej, jezeli sy-
metria o ma punkt staly, to jest sprzezona z 0(c;) dla pewnej symetrii kanonicznej
¢ grupy A, oraz ma

(3) > _[C(G,0(c)) - 0(C(A, )]

owals, gdzie cj przebiega zbidr reprezentantow klas sprzezonosci kanonicznych sy-
metrii grupy A, ktorych obraz 0(c;) jest sprzezony w G z 0.

DowOD. Pierwsza cze$é twierdzenia wynika ze stwierdzenia 1.3. Poniewaz
sprzezenie nie zmienia ani ilosci owali symetrii ani tez wartosci sumy (3), wiec
mozemy zalozyé, ze o = 0(c¢;). Z dowodu twierdzenia 2.1, wynika, ze (o) = I,/
dla NEC grupy I, = 67 1(0), o sygnaturze o(I,) = (g’;:l:; =] {(=), .., (—)})
Aby znalez¢é ilo$¢ owali symetrii o, wystarczy obliczy¢ k, a wiec liczbe klas sprze-
zonosci symetrii w 1.

Poniewaz kazda symetria w I, jest sprzezona z symetrig kanoniczng c; grupy
A, wiec wystarczy obliczy¢ ile klas sprzezonosci symetrii w I, jest indukowanych
przez kazda z klas sprzezonosci kanonicznych symetrii ¢; grupy A.

Niech w € A. Wtedy

i €l < 0(c}) € (o) = 0(c}) =0 < 0(cj) = 0(ci).

Jezeli przyjmiemy oznaczenie Cj = 0~(C(G,0(ct))), to mamy
€ C; <= 0(x)0(c)0(z™") = 0(c)
= (9(:1:)0(0;-“)9(:E71) = 0(c5)

= O(ww)(e)0((zw) 1) = B(w)o(cs)0(w )
= O(w tzw)f(c;)0((w tzw) ™) = 0(c))
—
<~
Ciw

wlzw € Cj
T € wC’jw_l

co oznacza, ze C; = ~1. Ponadto

el e 0(c) =0(c;) = () =0(cj)) =0(c ) = wvw e
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. s . . . . /
Pozostaje teraz sprawdzi¢, kiedy dwie symetrie ¢j i ¢} dla v = uw, v =uw,
u,u’ € C; sg sprzezone w I,. Jezeli v € I, to
v -1 _ w o v v Iy
’YC]' ’Y — Cj < Cj — Cj < Cj

= vy € C(A,¢;) <= v (V) € C(4A,¢))

—= v e CU, VT, = v € CA e T
—= v eCU )N = w v WweCA,e)l
—= v cwC(A ) Tw™?
co oznacza, ze klasa sprzezonosci w A symetrii ¢; indukuje
[Ci:wC(A,¢j))Tw™ ] = [wCjw™ : wC(A,¢j) Tw™!]
= [Cj: C(A, ¢j)T']
= [C(0(4),0(c;)) - 6(C(A, ¢5))]
klas sprzezonosci symetrii w I, co konczy dowdd twierdzenia. 0

Konfiguracje symetrii uzyskane w ponizszych przykltadach zostang wykorzy-
stane w rozdziale czwartym do dowodu doskonatosci grupy homeotopii.

PRrzYKEAD 2.4. Niech A bedzie grupa NEC o sygnaturze
o(4) = (0;+; [-:{(2,.5.,2,4)}) ,
gdzie s = g44) g1 liczby parzystej g > 4. Ponadto niech

2
G = (a,b| a®,V?, (ab)*) @ (z | 2°) 2 Dy x Zo.

Poniewaz przyporzadkowanie 0(e) = 1, 0(co) = 0(cs+1) = a, 0(c1) = =,
B(co) = b(ab)®tD . O(c3) = z(ab)?, O(c;) = b(ab)?+9) dla 4 < i < s, spelnia
warunki:
0(co)? =0(c1)?=...=0(cs)> =0(cs11)? =0(e) =1

wiec indukuje homomorfizm 6: A — G. Gdyby jadro I" tego homomorfizmu za-
wieralo symetrig, to na mocy stwierdzenia 1.3 zawieraloby réwniez symetrie kano-
niczng, co jednak nie zachodzi. Z tych samych powodéw I nie zawiera elementéw
eliptycznych, co w potaczeniu z twierdzeniem 1.7 oznacza, ze I" jest powierzchnio-
wa grupa Fuchsa, tzn. o(I") = (¢’; —). Na mocy twierdzenia Hurwitza-Riemanna
mamy

2m(2g' —2) = u(I') = 16 - p(A) = 16 - (—2+1+9714+%)
skad ¢’ = g, czyli H/I" jest powierzchnig Riemanna rodzaju g.

Korzystajac z udowodnionego twierdzenia 2.3 obliczymy ilos¢ owali symetrii
o =x=0(cy) oraz 7 = z(ab)? = 0(c3).

Poniewaz z € G jest elementem centralnym, wiec jego klasa sprzezonosci w
G jest jednoelementowa. Ponadto 0(c1) = z oraz 0(c;) # x dla i # 1, co na mocy

twierdzenia 2.3 oznacza, ze symetria o ma
(4) [G: 0(C(4,c1))]

owali.
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Korzystajac z twierdzenia 1.8 mamy
C(4,c1) = {e1, cocr, crca)
skad
0(C(A,c1)) = 0((c1, coct, crea)) = (x, azx, xb(ab)** V) = G

co w polaczeniu z (4) oznacza, ze o jest symetria o jednym owalu. Poniewaz
O(cacscq) = x, oraz c,c3,c4 € 07 1((x)), wiec na mocy twierdzenia 1.7 symetria
o ma typ topologiczny —1.

Roéwniez z(ab)? € G jest elementem centralnym, wiec podobnie jak w przy-
padku symetrii o, symetria 7 ma

(5) (G, 2(ab)?) : 0(C(A, es)] = [G : O(C(A, c5))]
owali. Mamy dalej
C(A,c3) = (e3, cac3, c304)
0(C(A, c3)) = 0({c3, cacs, caeq)) = (x(ab)?, xb(ab)®®, zb(ab)* V) = (x, b, (ab)?)
co oznacza, ze T ma 2 owale. Poniewaz 6(cicacy) = x(ab)?, wiec 7 ma typ topo-
logiczny —2.

UWwAGA. Wyznaczenie iloSci owali pozostalych symetrii jest réwnie proste.
Zmnacznie trudniejsze byloby jednak ustalenie ich rozdzielalnosci, gdyz twierdzenie
1.7 funkcjonuje tylko dla podgrup normalnych.

PrzykrAD 2.5. Niech A bedzie grupa NEC o sygnaturze
o(4) = (0;+;[-:{(2,.2.,2,4,4)})
gdzie s = # dla liczby nieparzystej g > 9. Ponadto niech
G = (a,b| a®,b?, (ab)*) @ (z | 2°) = Dy x Zo.

Analogicznie jak poprzednio pokazujemy, ze jadro I" homomorfizmu 6: A — G
indukowanego przez przyporzadkowanie 0(e) = 1, 0(co) = 0(cs42) = a, 0(c1) =
O(cs) = , O(ca) = O(csi1) = b, (c3) = 2(ab)?, O(c;) = a(ab)?9) dla 5 <i<s
jest powierzchniowa grupa Fuchsa rodzaju g. Podobnie jak poprzednio dowodzi-
my, ze symetrie 0 = x(ab)? i 7 = x maja typ topologiczny odpowiednio —2 i
-3.

3. Doskonate pary symetrii

DEFINICJA. Pare (o, 7) symetrii powierzchni Riemanna X, nazywamy dosko-
natq, jezeli ich produkt nalezy do podgrupy pochodnej grupy Aut(X), tzn.

ot € [Aut(X), Aut(X)].

STWIERDZENIE 2.6. Dla kaZdej liczby parzystej g > 4 istnieje doskonala para
symetrii (o,7), powierzchni Riemanna X rodzaju g, taka, zZe o i T majg typ
topologiczny odpowiednio —1 1 —2.

DowOD. Przyjmujac oznaczenia jak w przykladzie 2.4, mamy

or = [ab,a] € [Aut(X), Aut(X)].
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STWIERDZENIE 2.7. Dla kazdej liczby nieparzystej g > 9 istnieje doskonala
para symetrii (o,7), powierzchni Riemanna X rodzaju g, taka, zZe o i T majg typ
topologiczny odpowiednio —2 1 —3.

DowOD. Przyjmujac oznaczenia jak w przykladzie 2.5, mamy

or = [ab,a] € [Aut(X), Aut(X)].



ROZDZIAL 3

Grupa homeotopii

DEFINICJA. Méwimy, ze homeomorfizmy f,g: X — Y sa izotopijne o ile
istnieje ciaglte odwzorowanie H: X x [0,1] — Y takie, ze

H(z,0)=f(z)dlaz e X
H(z,1)=g(z)dlaz e X
f(,t): X =Y jest homeomorfizmem, dla ¢ € [0, 1]

Przez T, bedziemy oznacza¢ orientowalng, zamknieta powierzchnie topolo-
giczng rodzaju g.

DEFINICJA. Grupg homeotopii powierzchni T, nazywamy iloraz grupy ho-
meomorfizmoéw tej powierzchni zachowujacych orientacje przez podgrupe home-
omorfizméw izotopijnych z identycznoscia.

Grupe homeotopii powierzchni T, bedziemy oznacza¢ przez M,.

UwAGA. W literaturze anglojezycznej czeéciej spotykang nazwg grupy M,
jest mapping class group, jednak ze wzgledu na watpliwoéci co do polskiego od-
powiednika tego terminu, zdecydowalidémy sie uzywaé pojecia grupa homeotopii,
wzorujac sie na pracach [4, 19].

UWwAGA. Jezeli nie bedzie wyraznie zaznaczone, ze jest inaczej, to bedziemy
uzywaé tych samych symboli dla klas izotopii jak i dla reprezentantéw tych klas.
1. Skrecenia Dehna
Niech S bedzie powierzchnig walca w R? o réwnaniu:

{(z,y,2) e R} |22 +y* = 1,2 €[0,1]}.
We wspdélrzednych walcowych:
S={(r,0,z)|r=1,2¢€0,1]}.
Homeomorfizm t: S — S zdefiniowany wzorem:
t(r,0,2z) = (r,0 4+ 27z, 2)

nazywamy standardowym skreceniem Dehna walca S (rysunek 1).
Jezeli mamy teraz zachowujace orientacje zanurzenie e: S — T}, to mozemy
okredli¢ homeomorfizm t.: Ty, — T, wzorem:

x dla z ¢ e(S)
ete”!(z) dlaz € e(9)

14
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t(l)

. / o
Ry

RYSUNEK 1. Walec S oraz jego obraz przy skreceniu t.

Jezeli przez a oznaczymy krzywa na S o réwnaniu {(r,0,2) | r = 1,z = 1}, to
klasa izotopii homeomorfizmu t. zalezy tylko od klasy izotopii krzywej ¢ = e(a)
(rysunek 2).

_—

[

RYSUNEK 2. Zanurzenie walca S w powierzchni¢ 7.

DEFINICJA. Przy oznaczeniach jak powyzej, klase izotopii homeomorfizmu %,
nazywamy skreceniem Dehna wzgledem krzywej c i oznaczamy t..

UWAGA. Poniewaz kazda krzywa zamknieta ¢ na powierzchni T} jest izoto-

pijna z krzywa posiadajaca otoczenie walcowe, wiec wyznacza ona jednoznacznie
skrecenie t. (rysunek 3).

Bezposrednio z definicji skrecenia wynika nastepujace

STWIERDZENIE 3.1. JeZeli ¢ jest okregiem na Ty a f: T, — Ty jest home-
omorfizmem to

e jesli f zachowuje orientacje, to
ftef ' = tre)

o jesli f zmienia orientacje, to

-1 _ 4—1
ftef =" =ty
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RYSUNEK 3. Schemat dzialania skrecenia t. wzgledem krzywej c.

LEMAT 3.2. Jezeli ¢ i ¢ sq¢ dwoma nierozdzielajgcymi okregami na Ty, to
istnieje zachowujgcy orientacje homeomorfizm f: T, — T, taki, Ze f(c) = ¢ .

Dowop. Niech S, i Sy oznaczaja powierzchnie z brzegiem otrzymane z T,
przez rozciecie wzdtuz odpowiednio krzywych ¢ i ¢/. Wtedy kazda z powierzchni
Se 1 Sy rozni si¢ od T, tym, ze posiada dwie dziury i ma rodzaj o jeden mniej-
szy. Na mocy klasyfikacji powierzchni sa wiec one homeomorficzne. Co wigcej,
homeomorfizm F': S. — S moze by¢ wybrany w ten sposéb, aby zachowywat
orientacj¢ indukowang z Tj,.

Oznaczmy przez c_ i ¢y sktadowe brzegu powierzchni S.. Ponadto niech ¢ =
F(c_)id, = F(cy). Jezeli kazdy z okregbw c_, cy,c_, ¢, zorientujemy zgodnie
z orientacja Ty, 1 I: c— — cy, I': ¢ — ¢/, sa homeomorfizmami sklejajacymi
Se 1 S z powrotem do Ty, to kazdy z tych homeomorfizméw zmienia orientacje.
Poniewaz F' zachowuje orientacje, wiec homeomorfizmy

FoI,I’oF:c_—>c’Jr

zmieniajg orientacje. Poniewaz kazde dwa zmieniajace orientacje homeomorfizmy
okregu sa izotopijne, wiec istnieje homeomorfizm F’: ¢y — ¢, izotopijny z Fj.,
taki, ze

F'ol=1I'oF na zbiorze c_.
Przedluzajac te izotopie do izotopii odwzorowania F', tak aby nie zmienié¢ F'|c_
otrzymujemy homeomorfizm F’: S. — S. taki, Ze przemienny jest diagram

C_ —I>CJr
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Zgodno$é powyzszego diagramu oznacza, ze homeomorfizm F’' mozemy przedtu-
zy¢ do szukanego homeomorfizmu f: Ty — Tj,. O

STWIERDZENIE 3.3. Jezeli ¢ i ¢’ sq dwoma nierozdzielajgcymi okregami na
Ty, to skrecenia t. ity sq sprzeZone.

DowOD. Na mocy lematu 3.2 istnieje zachowujacy orientacje homeomorfizm
[ Ty — Ty, taki, ze f(c) = ¢’. Korzystajac teraz ze stwierdzenia 3.1 otrzymujemy

ftefH=tpo = te.

2. Generatory grupy M,

TWIERDZENIE 3.4 (Lickorish [12, 13]). Grupa M, jest generowana przez
3g — 1 skrecen

tugs s tug 1o tu,
torseovstay 1sts,
terse e stey s

wzgledem krzywych u;, z;,¢j dla 1 <1< g, 1 < j < g— 1, przedstawionych na
rysunku 4

RYSUNEK 4. Generatory Lickorisha grupy M.

Prawdziwe jest rowniez nastepujace, nietrudne do udowodnienia, wzmocnie-
nie powyzszego twierdzenia.

TWIERDZENIE 3.5 (Humphries [10]). Grupa M, jest generowana przez 2g+1
skrecen

turs oty
toryenosts,
te

wzgledem krzywych w;, z;,co dla 1 < i < g.
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3. Hipereliptyczna grupa homeotopii

DEFINICJA. Jezeli zrealizujemy powierzchnie T, w przestrzeni R® w sposoéb
pokazany na rysunku 5, tzn. tak aby plaszczyzny ukladu byly jej ptaszczyzna-
mi symetrii, to klas¢ izotopii homeomorfizmu p: T, — T, indukowanego przez
pétobrét wzgledem osi x nazywamy inwolucjg hipereliptyczng.

¥

/L

RYSUNEK 5. Inwolucja hipereliptyczna p: Ty — Tj,.

DEFINICJA. Hipereliptyczng grupg homeotopii nazywamy stabilizator w M
elementu p i oznaczamy ./\/lg.

PRzYKEAD 3.6. Przyjmujac oznaczenia jak w twierdzeniu 3.4 kazde ze skrecen
tu; 1t jest elementem grupy M’;. Rzeczywiscie, poniewaz p(u;) = u; i p(2;) = z;,
wigc na mocy stwierdzenia 3.1 pty,p =ty i pt,p =t,,.

Przestrzen orbit Ty /(p) jest homeomorficzna ze sfera, ponadto kazdy home-
omorfizm f: T, — T, przemienny z p, zachowuje zbior P = {Pi,..., Pygi2}
punktow statych inwolucji p — rysunek 6. Widzimy wiec, ze odwzorowanie f
indukuje odwzorowanie sfery zachowujace zbiér wyréznionych 2g + 2 punktéw.
Mniej trywialnym jest fakt, ze opisane przyporzadkowanie jest surjekcja oraz, ze
Sfaktoryzuje” sie ono do klas izotopii.

B Brgir

RYSUNEK 6. Sfera z wyrdznionymi punktami jako przestrzen orbit Ty /(p).

Niech Tp 2442 bedzie sferg z wyréznionym zbiorem

P = {Pl,. .. ,ng+2}
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2g + 2 punktéw. Przez homeomorfizmy przestrzeni T 2442, bedziemy rozumieé
takie homeomorfizmy f: Tpog+2 — To,24+2 ktore zachowuja zbiér P, tzn. f(P) =
P. Podobnie dwa takie homeomorfizmy bedziemy nazywaé izotopijnymi jezeli
istnieje izotopia H : Tp 2442 % [0,1] — Tp 2442 taka, ze

H(z,0)= f(z)dlaxz e X
H(;p’]_) = g(SU) dlaxz e X
f(P,t) = P dla kazdego t € [0, 1].

Przez Mg 2442 bedziemy oznaczaé grupe klas izotopii zachowujacych orientacje
homeomorfizméw przestrzeni Tp og4-2.

TWIERDZENIE 3.7 (Birman, Hilden [5]). Grupa MZ/</)> jest kanonicznie izo-
morficzna z grupg Mo 2g+42.

Dowod tego twierdzenia przebiega w dwdch krokach. Najpierw udowadnia
sig, ze zaréwno homeomorfizmy przestrzeni T 2412 jak i ich izotopie podnoszy si¢
do homeomorfizméw (izotopii) przestrzeni Tj. Druga, trudniejsza czeé¢ dowodu
polega na wykazaniu, ze jezeli dwa homeomorfizmy f, f’: T, — T, reprezentuja
ten sam element grupy M’;, to taczaca je izotopia moze by¢ tak wybrana, aby
byla przemienna z p.

UWAGA 3.8. Z powyzszego twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze klase kaz-
dego odwzorowania f: Tpog+2 — T 2442, mozna podnie$¢ do klasy izotopii od-
wzorowania f: Ty — Tj takiego, Ze przemienny jest diagram

f
Ty Ty

To2g+2 — 10,2942

gdzie m: Ty — Tg/<p> jest rzutowaniem na przestrzen orbit.

UwAGA 3.9. Podniesienie f: T, — T, o ktérym mowa w poprzedniej uwa-
dze nie jest wyznaczone jednoznacznie — homeomorfizm f o p jest drugim takim
podniesieniem. Jezeli jednak m € MZ to fmf~! zalezy tylko od homeomorfizmu
[ To2g+2 — To,29+2, gdyz

(fp)m(fp)~" = flomp™ ) f 7' = fmf~".

3.1. Warkocze. Elementy grupy Mg 412 indukowane przez skrecenia 2.,
tu, 1tz (rysunek 4) bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio przez o1, 09; 1 02;41. Innymi
stowy, jezeli m: T, — Tg/<p> jest rzutowaniem na przestrzen orbit to

o1(z) = e, ()
o9i(z) = mty,m Nx)dlai=1,...,g

o9it1(x) = Wtzﬂr*l(x) dlai=1,...,g.

Elementy o;: Tp 242 — To,29+2 sa przykladami tzw. warkoczy [1, 2]. Nosnikiem
dziatania warkocza o; jest otwarty zbior U; C Tp o442 taki, ze UyN'P = {P;, Pi11}.
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Ponadto o;(P;) = P;+1, 0i(Pi+1) = P;. Schematyczny sposéb dzialania warkocza
o; jest pokazany na rysunku 7.

RYSUNEK 7. Schemat dzialania warkocza o;.

Niech teraz b: Ty 2942 — Tp24+2 bedzie obrotem sfery Tp o442 takim, ze
b(P)=P41 dlal<i<2g+1
b(Pag+2) = P1.
Jezeli za model przestrzeni Ty 2412 przyjmiemy powierzchni¢ sfery z punktami
Py, ..., Py umieszczonymi na réwniku w wierzchotkach 2g +2 kata foremnego,

to obrot b mozemy zdefiniowaé jako obrét rzedu 2g + 2 o osi przechodzacej przez
bieguny (rysunek 8).

b <,

RYSUNEK 8. ObI‘Oty b: T0729+2 — T0729+2 oraz m: T0729+2 — T0729+2

Jezeli otoczenia U; okreslimy tak aby
b(Uj)=Uj;1 dlal<i<29+1
b(Uzg42) = Us.
to bezposrednio z okreslenia warkoczy o;: To 2442 — To24+2 Wynika, ze
bob =041 dlal<i<29+1

bdgg_i_gbil =0].
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Jezeli teraz B: T, — T, jest podniesieniem b, to otrzymujemy (patrz uwagi
3.813.9), ze

Bt,B'=t, dlal1<i<yg
Bt,B'=t,,, dal<i<g
co mozemy zapisa¢ w postaci
i, jezelit =2k —111<i1<2g—1

W szczegdlnosci oznacza to, ze
tusstz, € (tyy, B) dlal<i<g

co w polaczeniu z twierdzeniem 3.5 dowodzi nastepujacego twierdzenia wypowie-
dzianego bez dowodu przez B. Wajnryba [17]

TWIERDZENIE 3.10. Grupa M, jest generowana przez trzy elementy: t.,,ty,, B.

Znacznie trudniejszy jest dowdd faktu, ze grupa M, jest generowana przez
dwa elementy.

Niech M: T, — T, bedzie podniesieniem obrotu m: T 2412 — Tp24+2 r2€d0
2g + 1 takiego, ze

m(P)) =P,
m(P,) =Py dla2<i<2g+1
m(Pygi2) = P

(rysunek 8). Ponadto niech W =t 't,,.

TWIERDZENIE 3.11 (Wajnryb [17]). Grupa M, jest generowana przez dwa
elementy: M i W.
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Symetrie w rozszerzonej grupie homeotopii

1. Rozszerzona grupa homeotopii

DEFINICJA. Rozszerzong grupg homeotopii powierzchni Ty nazywamy iloraz
grupy homeomorfizmoéw tej powierzchni przez podgrupe homeomorfizméw izoto-
pijnych z identycznoscia.

Grupe homeotopii powierzchni T, bedziemy oznaczaé przez /\/l;t.

UWAGA. Jezeli odwzorowania f, f': T, — T, sa izotopijne, to oba zachowuja
lub zmieniaja orientacje, co pozwala méwié¢ o zachowujacych (zmieniajacych)
orientacje elementach grupy M;t.

UwAGA. Podobnie jak w przypadku grupy homeotopii, bedziemy zwykle
utozsamiaé¢ klasy izotopii z ich reprezentantami.

UWAGA. Poniewaz M, pokrywa si¢ z podgrupa ./\/l;/t sktadajaca sie z klas ho-
meomorfizméw zachowujacych orientacje, wiec [/\/l;t : My] = 2 co w szczegdlnosci
oznacza, ze jezeli p: T, — Ty jest jakimkolwiek homeomorfizmem zmieniajacym
orientacje, to

ME = <Mga 90>'

g

Podstawowym faktem taczacym teorie grup automorfizméw powierzchni Rie-
manna z podgrupami skonczonymi M;t, jest nastepujace glebokie

TwIERDZENIE 4.1 (Kerckhoff [11]). KaZda skoriczona podgrupa rozszerzonej
grupy homeotopii zamknietej powierzchni orientowalnej S moze byé zrealizowana
jako grupa homeomorfizmow. Co wiecej moze byé ona zrealizowana joko grupa

automorfizmow powierzchni Riemanna ze wzgledu na pewng strukture analityczng
na S.

2. Symetrie w grupie homeomorfizméw powierzchni

DEFINICIJA. Zmieniajaca orientacje inwolucje powierzchni topologicznej, na-
zywamy symetrig tej powierzchni.

UWAGA 4.2. Na mocy twierdzenia 4.1, kazda topologiczna symetrie o, mo-
zemy traktowaé jak symetrie pewnej powierzchni Riemanna, co oznacza, ze sy-
metria o spelnia teze twierdzenia 2.1, czyli podobnie jak w przypadku symetrii
powierzchni Riemanna, mozemy mdéwi¢ o typie topologicznym symetrii o.

22
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2.1. Przyklady.

PrRzYKEAD 4.3. Podamy teraz przyklad symetrii o typie topologicznym +k
dla dowolnego k spelniajacego teze twierdzenia 2.1.

(1) Jezeli g jest liczba parzysta to mozliwe wartosci k to 1,3,...,9g—1,9+1.
Symetrie¢ rozdzielajaca o takiej liczbie owali mozemy otrzymaé zanurza-
jac powierzchnie X rodzaju g w przestrzeni R® w sposéb pokazany na
rysunku 1. Zadana symetrie otrzymamy jako obciecie symetrii wzgledem
plaszczyzny zawierajacej zaznaczone owale.

c=e

RYSUNEK 1. Symetrie rozdzielajace w przypadku gdy g jest liczba
parzysta. Kolejno mamy symetrie o 1,3,...,g + 1 owalach.

(2) Jezeli g jest liczba nieparzysta to k moze przyjmowaé wartosci 2,4, ..., g+1.
Symetrie o takiej liczbie owali przedstawione sg na rysunku 2.

GO%W} ....................
20 2

RYSUNEK 2. Symetrie rozdzielajace w przypadku gdy g jest liczba
nieparzysta. Kolejno mamy symetrie o 2,4,...,g + 1 owalach.

Zanim podamy przyklad symetrii nierozdzielajacych, zauwazmy najpierw, ze
przy oznaczeniach jak na str. 14 prawdziwy jest

LEMAT 4.4. ZloZenie skreceniat: S — S z symetrig walca s: S — S okreslong
wzorem
s(r,0,2) = (r,0,1 — 2)

jest symetrig s: S — S, ktora nie ma punktow stalych oraz

s(x) =s(z) dlaxedS.
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DowOD. Poniewaz
5(r,0,z) = st(r,0,2z) = s(r,0 + 2nz,2) = (r,0 + 2wz,1 — z)
wiec
($03)(r,0,2) =5(r,0 +212z,1 — 2) =
=(r,(0+2rz)+27r(1—2),1 - (1 —2)) =(r,0,2)
co oznacza, ze s istotnie jest symetrig.

Ponadto jezeli z € 0S5, tzn. © = (r,60,¢), gdzie € € {0,1} (patrz rysunek 1 na
stronie 15) to

5(z) = 5(r,0,¢e) = st(r,0,e) = s(r,0 + 2we, z) = s(r,0,2) = s(x).
Pozostaje sprawdzi¢, ze symetria s istotnie nie ma punktéw stalych. Jezeli
x:(r,e,z)iz#%toz;ﬁl—z,wi@c
S$(z) = (r,0 +27z,1 — 2) # .
Jedli natomiast z = (r, 0, %) to 8 # 0 + m, skad

s(x) = (r,0 +m, %) # .

0

PrzYKEAD 4.5. Podamy teraz przykiad symetrii o typie topologicznym —k
dla dowolnego k spelniajacego teze twierdzenia 2.1. Niech ¢ bedzie symetrig
rozdzielajaca o g + 1 owalach c1,...,cgq1 (patrz rysunek 3 lub przyklad 4.3).
Bezposrednio z okreélenia symetrii o wynika, Ze istnieje homeomorfizm e: S — T,

RYSUNEK 3. g+ 1 owali symetrii rozdzielajacej o: Ty — Tj oraz
wlozenie e: S — T,

taki, ze e(S) jest otoczeniem walcowym krzywej cg41 oraz
o(x) = ese t(z) dlaz € e(S).

Udowodniony powyzej lemat pozwala nam teraz zmodyfikowa¢ symetrie o na
zbiorze e(s) tak aby nie miala ona w tym zbiorze punktéw stalych. Dokladniej
moéwiac odwzorowanie

oo () = {J(m) dla z ¢ e(S)
g ese (z) dlaz € e(9)
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jest symetrig nierozdzielajacg o g owalach c1, ..., cs. Kontynuujac to rozumowa-
nie, otrzymamy dla kazdego 0 < k < g symetri¢ nierozdzielajacg op: T, — Ty o
k owalach.

UWAGA 4.6. Przyktady 4.3 i 4.5 w potaczeniu z twierdzeniem 4.1 stanowia
dowod, ze warunki z tezy twierdzenia 2.1 sa warunkami dostatecznymi dla istnie-
nia symetrii powierzchni Riemanna o typie topologicznym (g, k, ) (patrz uwaga
2.2).

2.2. Twierdzenie Weicholda.

TWIERDZENIE 4.7 (Weichold [18]). Dwie symetrie o i T powierzchni topolo-
gicznej X, sq sprzezone w grupie homeomorfizmow tej powierzchni wtedy i tylko
wtedy, gdy majqg ten sam typ topologiczny.

Dowoép. Jezeli 7 = fof~!, to Fix(r) = f(Fix(0)) oraz f(X \ Fix(0)) =
=X \ Fix(7), co pokazuje, ze réwnosé¢ typéw topologicznych jest warunkiem ko-
niecznym dla sprzezonosci.

Zalézmy teraz, ze symetrie ¢ i 7 maja ten sam typ topologiczny, powiedzmy
(g, k,€). Rozwazmy dwa przypadki:

(1) Jezeli typ topologiczny symetrii o i 7 jest réwny +k, to oznaczmy przez
A, sume jednej ze skladowych zbioru X \ Fix(o) oraz zbioru Fix(o).
Zbiér B, tworzymy w ten sam sposob, ale uzywajac drugiej sktadowej.
Analogicznie definiujemy zbiory A, i B;. Poniewaz o jest homeomor-
fizmem, wiec przestrzenie A, i B, sa homeomorficzne, w szczegdlnosci
dla charakterystyk Eulera mamy:

2X(As) = X(As) + x(Bs) = x(X) + x(Fix(0)) = 2 — 2.
Przeprowadzajac takie same rachunki dla przestrzeni A, widzimy, ze
kazdy ze zbioréw A, i A, jest zwarta powierzchnia z k dziurami o chark-
terystyce Eulera réwnej 1 — g. Na mocy twierdzenia o klasyfikacji po-
wierzchni istnieje homeomorfizm tych przestrzeni ¢: A, — A,. Jezeli
teraz okreslimy homeomorfizm f: X — X wzorem

o(x dlaze A
fla) = 1 #) y
Teo(z) dlaz € B,
to
-1

_ Tpo)o (e z)=7(x) dlazeA
fofY() = ( )i )(z) = 7(x) r
po(op™'1)(x) =7(x) dlaze B,

czyli T = fof L.
(2) Zalézmy teraz, ze symetrie o i 7 maja typ topologiczny —k. Przyjmijmy

oznaczenia:

To: X — X/(g) rzutowanie 7r: X — X/(7) rzutowanie
Xo = X/<U> X, = X/(T)

Ay = X \ Fix(0) A, = X\ Fix(7)

As = WU(AJ) Ar = WT(A’F)
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RYSUNEK 4. Odwzorowanie f w przypadku symetrii rozdzielajacych.

Jezeli wybierzemy triangulacje przestrzeni X zgodna z rzutowaniem 7,
to widzimy, ze

X(X) = 2x(X,) — x(Fix(0))
skad x(X,) = 1 — g. Podobnie pokazujemy, ze x(X;) =1 — g. Kazda z
przestrzeni X, i X; jest wiec nieorientowalna powierzchnia z k dziurami
o charakterystyce Eulera réwnej 1—g. Na mocy twierdzenia o klasyfikacji
powierzchni istnieje homeomorfizm tych przestrzeni ¢: X, — X,. Poka-
zemy teraz, ze istnieje podniesienie odwzorowania ¢, tzn. odwzorowanie
f+ X — X czyniace ponizszy diagram przemiennym:

X—f>X

Xs —SO> X;
Poniewaz przemiennoéé diagramu oznacza, ze 7fo = f czyliT = fof 1,
wigc istnienie odwzorowania f zakonczy dow6d twierdzenia.

Poniewaz odwzorowania 7,: A, — Ay i 71 Ar — A; sa nakrycia-
mi, wiec grupy 7 (m1(Ay)) 1 7-(m1(A;)) mozemy scharakteryzowaé jako
podgrupy grup odpowiednio 71 (4, ) i m1 (A, ), sktadajace sie z wszystkich
petli dwustronnych. Wtasnoéé ta jest niezmiennikiem homeomorfizmu,
wiec

p(m(m1(As))) < mr(m1(A7))

co jest warunkiem dostatecznym [16] dla istnienia odwzorowania
f As — A; takiego, ze:
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Przedtuzajac teraz f wzorem f(x) = m; o, (z) dla z € Fix(o) otrzy-
mujemy zadany homeomorfizm f: X — X.

O

3. Symetrie w grupie homeotopii

DEFINICIJA. Zmieniajacy orientacje element rzedu 2 grupy ./\/l;/t nazywamy
symetrig w grupie homeotopii.

UWwAGA 4.8. Na mocy twierdzenia 4.1 kazda symetria w sensie powyzszej
definicji zawiera homeomorfizm bedacy symetria, co pozwala zamiennie uzywaé
terminu symetria w odniesieniu zaréwno do klasy izotopii jak i do konkretnego
homeomorfizmu.

3.1. Symetrie jako generatory M;t.

LEMAT 4.9. Przyjmigmy oznaczenia jok w twierdzeniu 3.4. Wiedy
(1) skrecenie t,, jest zloZeniem dwdch symetrii t,, = ot
(2) symetrie o ktérych mowa powyzej moga byé tak wybrane, Ze w ich klasie
izotopii sq symetrie o rodzaju topologicznym odpowiednio —(k + 1) oraz
—kdla0<k<g-—1.

DowoOD.

(1) Jezeli o: Ty — Ty jest symetria o owalach jak na rysunku 3, to o(21) =
21, czyli na mocy stwierdzenia 3.1 mamy ot 0 = t.!. Zatem (ot.,)* =1,
co oznacza, ze T = ot,, jest symetrig oraz t,, = oT.

(2) Dowé6d wynika bezposrednio z punktu pierwszego oraz opisanej w przy-
ktadzie 4.5 procedurze redukcji owali.

O

STWIERDZENIE 4.10. JeZeli ¢ jest okregiem nierozdzielajgcym, tot.: Ty — T
jest zloZeniem dwoch symetrii.

DowOD. Teza wynika z lematu 4.9 i stwierdzenia 3.3. O

TWIERDZENIE 4.11 ([8]). Grupa M jest skoriczenie generowana przez sy-
metrie.

DowOD. Dowdd wynika z poprzedniego stwierdzenia i twierdzenia 3.4. [

LEMAT 4.12. Przyjmujgc oznaczenia z twierdzenia 3.11, kazdy z elementéw
M i W jest ztozeniem dwdch symetri.

Dow6p. Homeomorfizm M : Ty — Ty jest podniesieniem obrotu m: Tg 2912 —
TH,24+2- Poniewaz obrét ten moze by¢ roztozony na produkt dwéch symetrii, wigc
M moze byé roztozony na produkt podniesien tych symetrii (patrz uwaga 3.8).

Zauwazmy teraz, ze wystepujace w definicji skrecenia t.,, ., maja roztaczne
nosniki (doktadniej méwiac z ich klas izotopii mozna wybraé reprezentantéw o
roztacznych nosnikach). W potaczeniu ze stwierdzeniem 3.1 wynika z tego, ze

te teytod = to,

c2%cq
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co oznacza, ze skrecenia t., i t., s3 ze sobg przemienne. Jezeli o: Ty, — T, jest
symetria taka, ze o(c1) = ¢1 1 0(c2) = ¢2 to na mocy stwierdzenia 3.1 mamy

oWao = ot Me,0 =to it =t e, =W
(eW)2 =1
co oznacza, ze W = ot dla symetrii 7 = cW. O
TWIERDZENIE 4.13. Grupa ./\/l;t jest generowana przez cztery symetrie.
Dow6D. Dowdd wynika z poprzedniego lematu i twierdzenia 3.11. O
STWIERDZENIE 4.14. Grupa MI—L jest generowana przez trzy symetrie.

Dow6D. Na mocy twierdzenia 3.4 grupa Mli jest generowana przez skrecenia
te, 1ty,. Jezeli teraz p jest symetria taka, ze o(c1) = ¢1 1 o(u1) = uy, to rozu-
mowanie analogiczne jak w dowodzie lematu 4.12 dowodzi, ze kazdy z elementéw
ote, 1 0ty jest symetria, skad

MTE = (ote,, 0ty 0).

Nierozstrzygnieta jak dotad pozostaje natomiast

HipoTEZA 4.15. Grupa M;t dla g > 2 jest generowana przez trzy symetrie.

4. Doskonalo$é¢ grupy M,

DEFINICIA. Grupe G nazywamy doskonalg o ile jest ona rowna swojej grupie
pochodnej, tzn. o ile

G =[G,q).

W pracy (3] J. Birman dowodzi, ze Mg/[M,, M,] = 2 dla g > 3. Okazalo si¢
jednak, ze dowdd ten zawiera blad i w istocie wspomniana praca zawiera jedynie
dowo6d nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 4.16 (Birman [3]). Indeks
(Mg [Mg, M,]]
jest rowny bgdZ 1 bgdZ 2.

Problem czy grupa M, jest doskonala zostal ostatecznie rozwigzany osiem
lat pdzniej przez jej ucznia J. Powella.

TWIERDZENIE 4.17 (Powell [14]). Grupa M, jest doskonala dla g > 3.

Ponizej pokazemy jak postugujac sie symetriami mozna udowodnié to twier-
dzenie w oparciu o wynik Birman 4.16.

DowoODp. ([8]). Poniewaz w dowodzie bedziemy korzystaé ze stwierdzen 2.6 i
2.7, wiec prawdziwo$¢ dowodzonego twierdzenia uzasadnimy tylko w przypadku
powierzchni rodzaju spelniajacego zalozenia tych stwierdzen.

Przypuéémy najpierw, ze g > 4 jest liczba parzysta. Na mocy lematu 4.9
skrecenie t,, jest produktem dwdch symetrii t,, = o7 typu odpowiednio —1 1 —2.
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7 drugiej strony ze stwierdzenia 2.6 wynika istnienie doskonatej pary symetrii o4
i 74 réwniez typow —1 i —2. Z twierdzenia Weicholda 4.7 wiemy, ze

g = fao'dfg_l T = fTTdfT_l dla foafr S M;t
skad otrzymujemy
te =0T = fooafy  frrafi = [fo,0dloatalra, f7] € MG, M)

Poniewaz wszystkie skrecenia sa sprzezone (stwierdzenie 3.3), wiec na mocy twier-
dzenia 3.4 mamy

(6) Mgy < M7, M)

Jezeli natomiast g > 9 jest liczba nieparzysta, to powyzsza inkluzje otrzy-
mujemy w analogiczny sposob, korzystajac jednak tym razem ze stwierdzenia
2.7.

Z twierdzenia Birman 4.16 wynika, ze

(Mg [Mg, Mg]] < 2.
Ponadto [/\/l;t : My] = 2 co oznacza, ze grupa
+
M/ Mg, My]
ma rzad nie wiekszy niz 4, w szczegdlnosci jest wiec abelowa, czyli
(Mg, Mg < [Mg, My]

co w polaczeniu z (6) dowodzi tezy twierdzenia. O
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