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1. p-GRUPY
Twierdzenie 1.1. Jezeli |G| = p® to ®(G) = [G, G]GP

Dowdd. Poniewaz G jest nilpotentna, wiec kazda podgrupa maksymalna M C G jest
normalna. Wtedy z maksymalnosci M G/M = Z,, czyli [G,G] C M. Niech g € G. Wtedy
gP € M, czyli GP C M. Z dowolnosci wyboru M otrzymujemy, ze

G,G]GP C &(G)
Poniewaz G/[G7 G|GP jest grupa abelowa, w ktorej kazdy element ma rzad p, wiec

G
G, Gler = B @ O Ly

Przypusémy, ze x € ®(G) \ [G, G]GP. Poniewaz G/|G, G]GP jest przestrzenia liniowa nad
ciatlem Z,, wigc:

Torr1eG (B, e By, &) = G/[G, el
czyli
G=(z1,...,zr_1,2, |G, G]GP)
G = (x1,...,2,_1,[G,G|GP)
Skad
(@, 31 = Vg g ? (bo dimz, S i =7)
O

Twierdzenie 1.2 (Burnside Basis Theorem). Jezeli |G| = p" to kaZdy zbior generatoréw
grupy G zawiera podzbior ztozony z r elementéw, ktore generujg grupe G.

Dowdd. Niech (x1,...,x,) = G, Wtedy
Mozna wigc wybrac r elementéw Ty, , . . . , T, tak aby (Z;,, ..., Z;,) = G/®(G). Mamy wtedy
G = (zi,..., 2, P(Q))
G = <xi1, cen ,.%'Z'T>

Twierdzenie 1.3 (Hall). Jezeli |G| = p™ i |G/@d(G)| =p", to
|Aut(G)| ’np(m#)r, gdzie n = |GL(r,p)]
Dowdd. Poniewaz ®(G) jest podgrupa charakterystyczna, wiec mamy dziatanie
G G
Niech o
C= CAut(G’)( /q)(G)) = {p € Aut(G) | viq/a(q) = ida/a@) }

Mamy wtedy indukowane dziatanie

e
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czyli homomorfizm
v, Aut(G) gt 2 ( G)) = Aut(Z;) = GL(r,p)

W szczegdlnosci

(1) \Aut(G>I/|C‘ = |Aut(@)/c| | n.

Niech G = (x1,...,z,),
S = {($1f1,... ,a;rfr) ’ fi,...  fr € CI)(G)}
Poniewaz v(x;®(G)) = z;®(G) dla v € C, wiec mamy dzialanie
CXS_)Sa (77(y177y1”))'_>(/7(y1)777(y1”))
Jezeli v(y) =y dlay = (y1,...,9) = (z1f1,. ..,z fr) to z réwnosci
G = <x17"'7w7’> < <m1f17'"7xT‘fT7f17"'7f7"> = <x1f17"'x’r‘f7’>

otrzymujemy, ze v = idg, czyli dzialanie to jest wolne, wiec kazda jego orbita posiada |C/|

elementéw, skad |C| ‘ |S| = pm=")" co w polaczeniu z (1) dowodzi tezy. O

2. WSPOLRZEDNE MALCEWA
Oznaczenie. Niech
1(G) =G, 7it1(G) = [7(G), G
Yo(91) = g1, Yit1(91,- -+, git1) = [Vi(91, - - -+ Gi), Gis1]

(g1, - -, gn) nazywamy komutatorem prostym wagi n.

Uwaga.
W(G) = (Wm(g1y---y9n) | 9s € G), dlan=0,1,...

Stwierdzenie 2.1. Jezeli p,q,r € G to

(2a) [pa, ] = [g,7]"[p, 7]

(2b) [p.qr] = [p. dllp, 7]*

(20) pld =gl = (g )
(2q) pa ) =lapl " = (pg )"
(2¢) pyd” = [, [p, llpy ]

Lemat 2.2. Jezeli 1 =G, < --- < Gg = G jest ciggiem centralnym, p,q € G, a € G; to
p.a)' = [p,a] (mod Giyo)

Dowdd. Na mocy (2e) oraz centralnosci ciagu G

[p’ a]q = [Q7 [pv a]][p, a] € [Gv Gi-‘rl][pv a] - Gi-i-?[pv a]
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Whniosek 2.3. Przy powyzszych oznaczeniach jezeli p,q € G, a,b € G; to

(3a) [ab, p] = [b,plla, p] (mod Giy2)
(3b) [a, pq] = [a,plla,q] (mod Gji2)
(3¢) [a™!,p] = [a,p)™"  (mod Giyo)
(3d) [a,p™"] = [a,p)™"  (mod Giyo)

Dowdd. Powyzsze réwnoéci sa natychmiastowa konsekwencja stwierdzenia (2.1) i lematu
(2.2) O

Lemat 2.4. Jezeli G = (X) to central v,(G) jest generowany przez vn+1(G) @ komutatory
proste wagi n elementow z X.

Dowdd. Dla n = 0 teza jest oczywista.
Zalézmy, ze teza zachodzi dla centratu +,. Niech a € ~,, g € G. Na mocy zalozenia
indukcyjnego i normalno$ci vp41

a=ai---a;"z gdzie z € Y41, a;-komutator prosty wagi n

Korzystajac z (3a) otrzymujemy

Em—1

(4) [a, 9] = lai" -~ agr 2, 9] = [2, gllagy s glla, ™) gl -+ [aT' 9] (mod yny2)
Jesdli teraz g = x‘lsl x -ari’“ to w ten sam spos6b (korzystajac teraz (3b)) otrzymujemy

i _ i .0 Ok — i 0 ) i Ok
(5) a7, g] = [a7", 27" - - 2pt] = [a7, 27 |[a7", 257] -+ - [a5", 2] (mod yn42)

Korzystajac z (3c) i (3d), réwnosé¢ (5) przyjmuje postaé

+1

(a5, g] = [ai, x1]F ai, x2]F - - g, 2] (mod y,42)

Ostatnia réwno$¢ w polaczeniu z (4) oraz z tym, ze [z, 9] € [Yn+1, G] = Ynt2 0znacza, ze
kazdy element postaci [a, g] dla a € 7, g € G moze by¢ wygenerowany przez komutatory
proste wagi n+ 1 elementéw z X, oraz elementy ~,12, co oznacza, ze grupa Ynp+1 = [Yn, G]
tez ma ta wlasnoscé. O

Lemat 2.5. G/ skoriczenie generowana grupa abelowa. Wtedy istnieje cigg subnormalny
H=G <--- <G, =G
o tlorazach cyklicznych.

Twierdzenie 2.6. Dowolna skoriczenie generowana grupa nilpotentna G posiada cigg
centralny o ilorazach cyklicznych.

Dowéd. 7 lematu (2.4) grupa Vily; . jest skonczenie generowana, poniewaz jest ona réwniez
abelowa wiec teza wynika z lematu (2.5) i faktu, ze zageszczenie ciagu centralnego jest
ciaggiem centralnym. O

Lemat 2.7. Dowolna podgrupa H skoriczenie generowanej grupy nilpotentnej G jest skori-
czenie gemerowanda.



WSPOLRZEDNE MALCEWA 5

Dowdd. Niech1 =Gy < --- < Gy, = G ciag centralny o ilorazach cyklicznych, H; = G;NH.
Wtedy ciag H; tez jest centralny, w szczegélnosci H;+1 < H;.

H; H; _H; _
/Hi-i-l_ /Gz‘+1ﬂH_ /Gi+1ﬂGiﬂH_
_ H; ~ HiGi1 G
- /Gi+1ﬂHi - +/Gi+1 < /Gi—i-l

Co oznacza, ze Hi/H; | jest cykliczna, tzn. Hi/H; | = (a;) dla pewnego a; € H;, skad
H:<a0,a1,...,an_1>. O

Twierdzenie 2.8. Dowolna skonczenie generowana, beztorsyjna grupa nilpotentna posia-
da cigg centralny o ilorazach cyklicznych nieskonczonych.

Dowdd. Na mocy lematu (2.7) grupy &; sa skoficzenie generowane, co oznacza, ze §i+1/¢;
sa skonczenie generowanymi grupami abelowymi. Na mocy lematu (2.5) ciag & mozna
zagescié¢ do ciagu o ilorazach cyklicznych (ktéry jako zageszczenie ciagu centralnego bedzie
centralny). Aby wykazaé teze twierdzenia, wystarczy wiec udowodnié, ze grupy &it+1/; sa
beztorsyjne.

Jezeli i = 0 to &it1/¢; = &1/¢y = Z(G), a wiec jako podgrupa G jest grupa beztorsyjna.
Zalbzmy, ze §if¢;_ jest grupa beztorsyjna. Niech 1 # T = x§; € &i+1/¢; element skoficzonego
rzedu, tzn. 2" € & dla pewnego n > 1. Poniewaz = € &;, 4cilg, ] & &i—1. Jednoczesnie
[g9,2"] € & 1. Korzystajac z (3b) otrzymujemy

0=[g,2"] = [g,2]" (mod &)

Poniewaz [g, z] € &\ &i—1, wiec powyzsza réwnosé¢ oznacza, ze [g, z]&;—1 jest nietrywialnym
elementem skonczonego rzedu w §i/g;_;. ? O

Definicja. Niech G beztorsyjna grupa nilpotentna. Na mocy twierdzenia (2.8) istnieje
cigg centralny o ilorazach cyklicznych nieskonczonych

1=Gy1 < <G =G

Niech Gi/G;,, = (a;) dla @; = a;Giy1, a; € Gi. Wtedy oczywiscie G = (a1,...,as).
ai,...,as nazywamy bazg Malcewa grupy G.

Stwierdzenie 2.9. JeZeli a1, ...,as uporzgdkowana jak wyzej baza Malcewa skoriczenie
generowanej beztorsyjnej grupy nilpotentnej G, to dowolny element x € G zapisuje sie
jednoznacznie w postaci

t1(z) ta(z) t

_ s(2)
T=0a) "Gy ~r-0g

dla pewnych liczb calkowitych t;(x) zwanych wspélrzednymi Malcewa x w bazie ay, ..., as

1(:p)$ € Go.

Podobnie, poniewaz G2/G3 = (a2G3), wiec Iy, )z a;tQ(x)al_tl(x)x € Gs.

Kontynuujac to postepowanie otrzymamy, ze

I (@),te@yez az 2 - cay? ey e Gy =1

Dowéd. Poniewaz G1/Gy = (a1G2), wicc 3y, (z)ez al’

czyli

t1 (JI) to (1‘)

_ ts(x)
:C—al CL2 "'a/s

s
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Whiosek 2.10. Odwzorowanie ¢: G — Z&---@®Z dane wzorem p(z) = (t1(z), ..., ts(z))
S
jest bijekcjq.

Definicja. Przy oznaczeniach z wniosku (2.10), odwzorowanie 1: G — Z! nazywamy

wielomianowym, jezeli istnieja takie wielomiany f1,..., fr € Q[z1,...,xs] takie, ze
Ygea ¥(g) = (f1(e(9)), -, file(9)))
Jezeli f1,..., ft sa stopnia pierwszego to 1) nazywamy liniowym.

Twierdzenie 2.11 (Malcew). G skoriczenie generowana beztorsyjna grupa nilpotentna o
wspotrzednych Malcewa tq, ..., ts odpowiadajgcych bazie ay,...,as. Wtedy istnieje liczba
naturalna n = n(Q) i zanurzenie izomorficzne ¢: G — UT,(Z) wielomianowe na G takie,
ze o~ jest liniowe na ¢(G) (we wspélrzednych macierzowych w UT,(Z)). W szczegélno-
sci mnozenie i potegowanie wyraza sie w sposob wielomianowy, tzn. istniejg wielomiany
Wi, ..., Ws 1 01,...,0s nad Q, takie Ze Vy yeqVigi<s

o ti(zy) = wi(ta(2),taly) | a <i) +ti(x) + t:(y)

o t;(x™) = vi(m,to(x) | @ < i)+ mit;(z)

3. UZUPELNIENIE NILPOTENTNE
Lemat 3.1. Jezeli G/Z(@) jest grupq cykliczng to G = Z(G).

Dowdd. Niech G/Z(G) = (a) dlaa € G. Wezmy z,y € G wtedy © = aPz1, y = alz dla
p,q >0, 21,22 € Z(G). Mamy wtedy

xy = aPz1a%%9 = z1dPa%%9 = z1a%aP 29 = a%29d 21 = yx
O

Lemat 3.2. Niech G grupa nilpotentna stopnia s > 2. Wtedy dla dowolnego g € G grupa
H = (g,[G,G]) ma stopien nilpotentnosci mniejszy niz s.

Dowdad.
[G7 G] SHN gs—l(G) < ‘fs—l(H)
skad
H H
/53—2(H>/Z(H/§S_2(H)) = /{s—Q(H)/ s—l(H)/ S_Q(H) =
2y = MOy 6=

jest grupa cykliczna. Na mocy lematu (3.1) kazda z powyzszych grup jest grupa trywialna,
w szczegllnosci H = &5_1(H) O

Twierdzenie 3.3. W dowolnej grupie nilpotentnej beztorsyjnej wycigganie pierwiastkow
jest operacjg jednoznaczng, choé nie zawsze okreslong, tzn. jezeli

a”="b", dlan#0

toa=~>.
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Dowdd. Indukcja ze wzgledu na stopien nilpotentnosci s grupy G.
Jezeli s =1 to G jest abelowa, skad

a"=b"= (ab ' =1=abt=1=a=b

Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla grup o stopniu nilpotentnosci mniejszym niz s i niech
G bedzie beztorsyjna grupa nilpotentng stopnia s.

Niech a,b € G, a"™ = b", H = (a, |G, G]) < G. Namocy lematu (3.2) H<G jest beztorsyjna
grupa nilpotentna stopnia mniejszego niz s, ponadto a,bab~! € H. Poniewaz

(bab~")™ = ba™b~! = bb"b" =" = a"
wiec na mocy zalozenia indukcyjnego

babt=a= (ab)"=a"b"=1=0a=5b

Whniosek 3.4. G beztorsyjna nilpotentna. Jezeli a"b™ = b"a™ to ab = ba.
Dowad.
a"bmaT" =" = (a"ba™")™ = b™ = a"ba" = b = ba"b ' = a" =
= (bab™ )" =a" = bab™' =a = ab=ba
O

Definicja. Grupe G nazywamy podzielng o ile dla dowolnego g € G i n € N réwnanie
2" = g (przy zapisie addytywnym nz = g) ma rozwiazanie w G.

Definicja. Podzielna nilpotentna beztorsyjna grupe G nazywamy uzupelnieniem nilpo-
tentnym grupy G, o ile zawiera ona G i nie zawiera wlasciwych podgrup podzielnych
zawierajacych G.
Definicja. Méwimy, ze liczba n jest wyktadnikiem grupy G, jezeli
ngG gn S G

Twierdzenie 3.5. Niech H podgrupa podzielnej beztorsyjnej grupy nilpotentnej G. Wiedy
zbior

VH ={z € G| 2" € H dla pewnego n}

jest podgrupg grupy G, a wiec uzupelnieniem nilpotentnym H w G. Ponadto zachodzg
zwiqzki

(6a) Gi(H) =HnNy/&(H)
(6b) G(VH) = /& (H)
Dowdod. Dowdd przeprowadzimy w trzech krokach.

1. Niech z,y € VH, A= (x,y), B=ANH, A; =;(A).
Zauwazmy, ze jezeli udowodnimy, ze dla dowolnego 0 < j <s—1

(7) mji1 = [BAj : BAj] < o0
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to w szczegdlnoéci [A : B] = [BAg : BAs] = my ---my, < 0o, skad (zy~)EB = (zy~ 1B
dla pewnego k > 1 czyli(zy~")*~! € B C H co oznacza, ze V'H jest podgrupa G.
Udowodnimy teraz (7). Korzystajac z (2a), (2b) i centralnodci ciagu A; mamy

[BAj, BAj] < [4j, BA;|P[B, BAj] = [A;, BA;j|[B, BA;] <
<[4, B][4;, 4;]°[B, B][B, 4;]" =
= [4;, Bl[4;, Aj][B, B][B, A;] < BAj 1
co oznacza, ze ciagg B = BA; < --- < BAy = A jest ciagiem subnormalnym o ilorazach
abelowych. Poniewaz zalozyliSmy, ze =,y € \/ﬁ , wiec istnieje liczba m > 1 taka, ze
2™, y™ € H. Pokazemy indukcyjnie na i, ze m**! jest wykladnikiem grupy BAi/BA; 11
Jezeli © = 0 to grupa

BA; _A
“BAi = 7BlA, A]
ma wyktadnik m, gdyz 2™,y™ € HN A = B.
Zalézmy, (BA¢71/BAZ-)W = 1. Korzystajac z (3a), (3b) oraz (2a) otrzymujemy

i+1

A;ﬂ = [Ai—lu A]

! :([Ai—l,A]mi)mQ [, A Ay C

i—1>
- [AﬁipAm]Az‘H C [BA;, BA|Ai1 <
< [A;, BA1)P[B, BA1]Ai11 < BAin

Stad natychmiast otrzymujemy, ze
i+1
(BA;)™  C BAj

Na mocy lematu (2.7) grupy BA;/B Aj1q sa skoficzenie generowane. Ponadto udowod-
niliémy, ze sa one abelowe o skonczonym wykltadniku, co oznacza, ze musza one by¢
skoniczone.

. Udowodnimy, ze &;(H) = H N+/&(H). Inkluzja ,C” jest oczywista.
»2": Niech € HN /& (H). Wtedy 2™ € &(H) dla pewnego m < 1. Niech y € H.
Korzystajac z wniosku (3.4) (z dowodu twierdzenia (2.8) wynika, ze &if¢;_; jest beztor-
syjna !) mamy

[xm7y]€i—1 =1= [«T,y]fi—l =1

co oznacza, ze x € &(H).

. Udowodnimy indukeyjnie na i, ze & (v H) = /& (H).
Jezelii =0 to &(VH) =1 =+/1 = /& (H) (bo G beztorsyjna)
Zatozmy, ze &(VH) = /& (H).

77g”:
(8) re&y(WVH) =>zeVH=a2"eH= 2™ H CH
7 drugiej strony
(9) re&n(VH) = 2™ € n(VH) = [27, H] C &(VH) = \/&(H)

Z (8), (9) oraz (6a) otrzymujemy
[z, H] C HNy/&G(H) = &G(H) = 2™ € §a(H) = x € (/& (H)
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,27": Niech y € VH czyli y" € H
T € \/§i+1(H) =™ e §i+1(H) = [a:m,y"] € &(H)

Korzystajac z wniosku (3.4) otrzymujemy

= [z,y] € J&(H) = &(VH) = x € &1 (VH)
O

Lemat 3.6. Niech G1,Go podzielne beztorsyjne grupy nilpotentne, Wiedy dla dowolnej
podgrupy G < G1 i homomorfizmu ¢: VG — Go

Dowad.
”gv .

yep(VG) = y=p@)AzeVG=y=p) ™ el =

=y =p@)" = p(a™) € p(G) = y € \/o(G)
»2
ye (@) =y ep(@G) = y" =pl@) e el
Jezeli teraz 2z € v/G taki, ze 2™ = z to na mocy twierdzenia (3.3)

y" = p(@) = 9(z") = 0(2)" = y = ¢(2)
O

Twierdzenie 3.7 (Malcew). Dowolna beztorsyjna grupa nilpotentna G posiada uzupel-
nienie nilpotentne tego samego stopnia nilpotentnosci. Dowolne dwa takie uzupeinienia
G1, G2 sq izomorficzne nad G, a ponadto dla dowolnego ¢ € Aut(G) istnieje izomorfizm
o: G1 — Gy laki, Ze pg = ¢.
Dowad.
JEDYNOSC

Niech GG1 i Gy beda grupami izomorficznymi z G, v/G1 i v/G2 ich uzupelnieniami nil-
potentnymi oraz niech ¢: G; — G4 izomorfizm. Rozpatrzmy podgrupe

D = {(z,¢(z) |z € G1}

nilpotentnej i podzielnej grupy +/G1 x +/Ga. Poniewaz ¢ jest izomorfizmem, wiec jezeli
z € VDN+G; to

z"eDNGi =2 =1=z=1
co dowodzi, ze VD N+/G; = 1, czyli odwzorowania 7 i ma, bedace obcieciami rzutowan
grupy vG1 x /G odpowiednio na pierwszy i drugi sktadnik do v/D, sa monomorfizmami.

\/EL\/GH

.

VG2
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Korzystajac z lematu (3.6) otrzymujemy, ze

mi(VD) =/mi(D) = VG,
co oznacza, ze m i Ty sg izomorfizmami, czyli powyzszy diagram mozemy uzupetni¢ do
diagramu.

\/EL\/GH

2
l 547207&1
VGa

Ponadto jezeli g € G1 to

Blg) = myom (g) = ma(g, ¢(9)) = ¢(9)

ISTNIENIE

Jezeli G jest skoniczenie generowana to na mocy twierdzenia (2.11) G zanurza sie w
grupie podzielnej UT;,(Q), wiec na mocy twierdzenia (3.5) VG w UT;,(Q) jest uzupetnie-
niem nilpotentnym grupy G. Dla g € G i m € N oznaczmy przez %/g jedyne (na mocy
twierdzenia (3.3)) rozwiazanie réwnania z™ = g.
Niech z = r/g, 1 = my/g1, wtedy (korzystajac ponownie z jednoznacznosci pierwiastko-
wania) otrzymujemy

T =1 2 — :E71nm1 (xm)ml — (xml)m s gm1 — g{n
czyli
(10) /g = "9 = g™ =g

Odrzuémy teraz zalozenie, ze G jest skonczenie generowana i rozpatrzmy zbiér for-
malnych symboli X = {x/g | g € G,m = 1,2,...}. OkreSlmy w tym zbiorze relacje
rownowaznosci

/g~ g = g™ = g7

Z udowodnionej juz jednoznacznosci (nad G!) uzupelienia nilpotentnego, wynika, ze
mozemy okresli¢c mnozenie elementéow =7/g i my/gr zbioru X jako wynik ich mnozenia
w uzupelnieniu nilpotentnym grupy (g, ¢1). Ponadto (10) oznacza, ze tak zdefiniowane
dziatanie jest kongruencja ze wzgledu na relacje ,,~”, tzn. indukuje ono dzialanie w zbiorze
VG = X/~. Nietrudno teraz zauwazyé, ze zbior VG z tak okreslonym dzialaniem jest
grupa bedaca uzupekienieniem nilpotentnym grupy G.

Na mocy twierdzenia (3.5) grupa v/G ma stopien nilpotentnoéci nie wiekszy niz stopien
nilpotentnosci G, ale poniewaz zawiera G, wiec stopnie te muszg byé¢ réwne. O

4. WARUNEK MAKSYMALNOSCI, GRUPY POLICYKLICZNE

Definicja. Grupa G spelnia warunek maksymalnosci dla podgrup o ile kazdy wstepujacy
ciag podgrup stabilizuje sig, tzn.

jezeli Hi < Hy<...<G to 3, Hy=Hpy1=---

Lemat 4.1. Grupa G speinia warunek maksymalno$ci <= kaida jej podgrupa jest
skoriczenie generowana.
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Dowad.
” :> 77:
Niech H < G Jezeli H # 1 to niech 1 # h; € H, Hy = (hy). Jezeli H; < H to niech
Hy = (h1, ho), gdzie hy € H \ H;. Kontynuujac to postepowanie otrzymamy ciag podgrup
1S Hy S Hy... < H grupy G. Poniewaz G spelnia warunek maksymalnosci wiec dla
pewnego n
H=H,= <h1""7hn>
” <: ”:
Niech
H<Hy<...<G
Wtedy H = ;> Hy, jest podgrupa G, a wiec H = (g1, ..., gs) dla pewnych ¢g; € H. Niech
n; takie, ze g; € H,,, wtedy jezeli n = max{ni,...,ns} to
H={(g1,...,9s) < H,, skad H=H,=Hp41=...

0

Twierdzenie 4.2. Klasa grup z warunkiem maksymalnosci jest zamknieta ze wzgledu na
branie podgrup, obrazow homomorficznych i rozszerzen.

Dowad.

(1) Zamknigtosé ze wzgledu na branie podgrup wynika wprost z definicji i przechod-
niosci bycia podgrupa.
(2) Niech ¢: G — @', gdzie G spelnia warunek maksymalnosci. Wezmy H < G'.
Wtedy
SO_I(H) = <gla s ags>

(3) Rozwazmy ciag dokladny grup

1 H—~c-tsK 1

gdzie K i H spelniaja warunek maksymalnosci.
Niech L < G. Wtedy

p(L) = (k1,...,ks) = (p(g1),...,p(gs)) edzie p(g;) = ki, gi € L
Podobnie

i(H)Zi(H)NL=(ly,...,1l)
Niech g € L, wtedy p(g) = w(ki,...,ks). Oznaczmy g = w(gi,...,gs). Poniewaz
p(gg™") = p(@p(9) " = w(k, ..., kow(ky, ... . k)" =1
wiec gg~t € i(H)NL, czyli g € (91, .,9s,11,-.-,1;), skad
L={g1,...,9s,l1,...,1t)
]

Definicja. Grupe G nazywamy policykliczng o ile posiada ona skonczony cigg subnormal-
ny o ilorazach cyklicznych.

Przyktad. Skonczone grupy rozwiazalne sg policykliczne
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Przyklad. Grupy superrozwiazalne sa policykliczne (w szczegélnosci np. skonczenie gene-
rowane grupy nilpotentne — twierdzenie (2.6)).

Twierdzenie 4.3. Grupa jest rozwigzalna i spelnia warunek maksymalnosci <= jest
policykliczna.
Dowad.

="
Niech G = Gy 2 Gy > ... 2 Gp41 = 1 ciag normalny o ilorazach abelowych. Wtedy na
mocy twierdzenia (4.2) grupy Gi/@3; 11 sa skonczenie generowane i teza wynika z lematu
(2.5).
b <: ”:
Niech G = Go > G1 > ... > Guy1 = 1 ciag policykliczny dla G. Wezmy H < G.
Wtedy H; = g; N G jest ciagiem policyklicznym dla H, wiec w szczegdlnosci grupa H jest
skonczenie generowana. O

5. WARUNEK MINIMALNOSCI

Definicja. Grupa G spelnia warunek minimalnosci dla podgrup o ile kazdy zstepujacy
ciag podgrup stabilizuje sig, tzn.

jeZeli G>H1>HQ> to Han:Hn+1:

Stwierdzenie 5.1. Grupa spelniajgca warunek minimalnosci jest torsyjna (tzn. kazdy
element ma skonczony rzqd).

Dowdd. Jezeli x € G i #g = oo to ciag podgrup
(@) 2 (@®) 2 (@) ... 2 (™) 2.
nie stabilizuje sie. O

Stwierdzenie 5.2. Klasa grup z warunkiem minimalnosci jest zamknieta ze wzgledu na
operacje brania podgrup i obrazéw homomorficznych.

Stwierdzenie 5.3. Grupa
C(p®) ={z€C| 2" =1 dla pewnego n € N} p-liczba pierwsza

zwana grupg quasicykliczna spelnia warunek minimalnosci.
Dowdd. Oznaczmy C(p') = {z € C | 2/ = 1}, wtedy oczywiscie C(p>) = U2, C(p").
Zauwazmy, ze
(1) jezeli @ € C(F)\ COF) to (x) = C)
(bo wtedy #z = pH*1 = |C(pF1)))

Z (11) wynika, ze kazda wtadciwa podgrupa H S C(p>) jest jedna z grup C(p¥), a wiec
w szczegollnosci jest skonczona. Rzeczywidcie, jezeli k jest najwieksza liczba dla ktorej
H D C(p*) to H=C(p"*) (bo gdyby = € H\ C(p*) to H D C(p*+1)). O
Przyklad. Dowolny produkt skoniczonej ilosci grup quasicyklicznych

C(p°) x C(p3°) x -+ x C(py’)

spetnia warunek minimalnosci.
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Lemat 5.4. Niech G bedzie grupg abelowq, zas A jej podzielng podgrupg. Wowczas istnieje
B <G taka, 26 G=A® B

Dowdd. Niech B rodzina podgrup grupy G majacych trywialny przekréj z A. Rodzina B
spelnia zalozenia lematu K-Z, gdyz jezeli {B;},_; jest laficuchem to B> = U;c; B; jest
podgrupa G i B N A = 0. Niech B bedzie elementem maksymalnym w B. Pokazemy, ze
A = A® B. Poniewaz AN B = 0, wystarczy wiec wykaza¢, ze G = A + B.

Zalézmy g € G\ (A+ B), wtedy z maksymalnosci B, (g) N (A+ B) # 0 (w przeciwnym
wypadku mielibySmy (B+(g))NA = 0), czyli ng = a+b dla pewnegon € N,a € A, b € B.
Niech n bedzie najmniejsza liczba o tej wlasnosci (dla wszystkich mozliwych wyboréw
ge G\ (A+B)).

Poniewaz A jest grupa podzielna, wiec a = na’ dla pewnego a’ € A. Mamy wtedy

ng=a+b=nd +b=>b=n(g—ad)
Jesli wiec teraz oznaczymy ¢’ = g—da' to g ¢ A+ B (bo g =¢ +d') oraz ng' = b € B.
Mamy wiec, ze
(12) B s (¢, B)

Z drugiej strony jezeli mg'+b' € (¢', BYNA to mg’ € A+ B skad korzystajac z minimalno$ci
n mamy, ze n|m, czyli
mg +beEB=mg +beBNA=mg +b=0= (¢, BYNA=0

Powyzsza réwno$¢ w polaczeniu z (12) stanowi sprzeczno$é z maksymalnoscia B. O

Twierdzenie 5.5. Podzielna grupa abelowa A z wlasnoscig minimalnosci rozktada sie na
sume prostq skonczonej ilosci grup izomorficznych z C(p$°), tzn.

A=CPP) x C(p3°) x - x C(pY)

Dowdd. Wezmy g € G, Wtedy na mocy stwierdzenia (5.1) #g = n. Niech p;|n liczba
pierwsza oraz a; = p% g. Wtedy #a1 = p1. Korzystajac z podzielnosci G otrzymujemy ciag
{a;} elementéw G takich, ze

pi1az = a1
piaz = a2

Tym samym otrzymujemy wstepujacy ciag podgrup cyklicznych
p1 p1 p1
(a1) < (az) < (a3) < ...
skad grupa A; = ;2 (a;) jest izomorficzna z C(p3°). Na mocy lematu (5.4)
G=A10G

Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla grupy G1 otrzymamy grupe As izomorficzna z
C(ps°) taka, ze
G=A®A oG,
Kontynuujac to postepowanie oraz korzystajac z warunku minimalnoéci dla G otrzymamy
grupy Aj, As, ..., A,, izomorficzne z grupami quasicyklicznymi C(p$°), C(p3°), . .., C(peP)
takie, ze
G=A14® -4,
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(gdyby procedure wyboru grup A; mozna by bylo kontynuowaé w nieskonczono$é, to
otrzymaliby$my niestabilizujacy sie zstepujacy ciag podgrup Hy = @iy Ai). O

Lemat 5.6. W grupie nilpotentnej G dowolna maksymalna normalna podgrupa abelowa
A jest identyczna ze swoim centralizatorem.

Dowdd. Niech H = Zg(A). Indukeyjnie pokazemy, ze H N &;(G) < A (Wtedy w szczegdl-
nosci H=HNG=HNE(G) < A).

Jezeli © = 0 to § = 1 wiec teza zachodzi.

Zalozmy, ze H N&;(G) < A iniech z € HNE&+1(G), wtedy dla dowolnego g € Gia€ A
mamy

1 1 1

= gzg lagz gl =
1 -1 1 1

= gz(g 'ag)r g = g(g7ag)g T = a

l9,2]alg,z] ' = gzg~ (z rax)gz g™

Czyli [g,x] € H ponadto [g,z] € &(G), skad
(13) g,x] € HN&(G) < A
Poniewaz © € H, wigc grupa (A, x) jet abelowa. Ponadto na mocy (13)
gyt =[g,2]z € (A, x)
czyli jest tez normalna. Z maksymalnosci A otrzymujemy (A, z) = A, czyli z € A. O

Twierdzenie 5.7 (Czernikow). Grupa rozwigzalna spelniajgca warunek minimalnosci jest
bgdz skoriczona bgdz skoriczonym rozszerzeniem sumy prostej skonczonej ilosci grup quasi-
cyklicznych.

Dowdd. Zatézmy, ze G jest nieskonczona. Gdyby kazda podgrupa skonczonego indeksu
zawierala istotng podgrupe skonczonego indeksu, to mozna by skonstruowaé niestabilizu-
jacy sie zstepujacy cigg podgrup. Niech zatem H podgrupa G skonczonego indeksu, ktéra
nie zawiera podgrup skonczonego indeksu, w szczegdlnosci H < G (bo zawsze podgrupa
skoficzonego indeksu zawiera podgrupe normalng w G skonczonego indeksu).

Zauwazmy, jezeli H jest abelowa (czyli np. jezeli G jest abelowa) to wtedy H jest
réwniez podzielna (bo wtedy H/HP jest grupa abelowa o wykltadniku p spelniajaca warunek
minimalno$ci, czyli skoficzona sumg prosta grup Z,, skad H? = H), czyli teza wynika z
twierdzenia (5.5).

Wystarczy wiec wykazaé, ze H jest grupa abelowa. Niech s bedzie stopniem rozwiazal-
nosci grupy H. Indukcyjnie na s pokazemy, ze H jest nilpotentna.

Jezeli s = 0 to H abelowa, czyli nilpotentna.
Zal6zmy, ze s > 1. Niech A bedzie normalng podgrupa abelowa grupy H. Pokazemy, ze
ACZ(H).

Jak zauwazyliSmy wczesniej, dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla grup abelowych,
wiec stosujac go do grupy A, otrzymujemy, ze dla dowolnego n w A istnieje skonczenie
wiele elementéw rzedu n, wiec w szczegdlnosci orbita Ha dowolnego elementu a € A
przy dzialaniu H na sobie przez sprzezenie jest skonczona, skad [H : H,| < oo (H, —
stabilizator a). Poniewaz H nie zawiera podgrup skonczonego indeksu, wiec H, = H, czyli
rzeczywiscie

AC Z(H)
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Niech A bedzie ostatnim nieznikajacym komutantem grupy H. Wtedy na mocy powyz-
szej uwagi A C Z(H). Jezeli teraz H = H/A to H ma stopien rozwiazalnosci < s ponadto
nie posiada ona podgrup skonczonego indeksu (bo H takich nie ma), czyli na mocy zalo-
zenia indukcyjnego jest ona grupa nilpotentna. Poniewaz H jest centralnym rozszerzeniem
grupy nilpotentnej H wiec jest rowniez nilpotentna.

Niech teraz B bedzie maksymalng normalna podgrupa abelows grupy H, wtedy na mocy
lematu (5.6) B = Zy(B), ponadto z przebiegu powyzszego dowodu wynika, ze B < Z(H).
Otrzymujemy stad

H=7y(Z(H))<Zy(B)=B=H=0DB

6. TWIERDZENIE WIELANDTA

Twierdzenie 6.1 (Schmidt). Niech w skoriczonej nienilpotentnej grupie G wszystkie pod-
grupy maksymalne bedg nilpotentne. Wowczas
(i) G jest rozwigzalna;
(i) G ma rzqd p°pP, gdzie p,q réine liczby pierwsze, a # 0, B # 0;
(i1i) istnieje dokladnie jedna p (lub q) podgrupa Sylowa P i q (odpowiednio p) podgrupa
Sylowa @ taka, ze Q cykliczna i G = PQ.

Dowdd.

(i) Niech G bedzie minimalnym (ze wzgledu na rzad) kontrprzyktadem, tzn. G nie jest
rozwigzalna. Jezeli G nie jest grupa prosta, tzn. zawiera nietrywialna podgrupe nor-
malnag 1 # N S G to bez trudu sprawdzamy, ze grupa G/N jest badz nilpotentna
badz spelnia zalozenia twierdzenia, a wigc z minimalnosci G jest rozwiazalna, po-
nadto grupa N jest nilpotentna, skad G jest rozwiazalna.

Mozemy wiec zalozyé, ze G jest grupa prosta. Oznaczmy |G| = n. Pokazemy, ze
pewne dwie podgrupy maksymalne G maja niepusty przekréj.

Przypusémy przeciwnie, ze kazde dwie podgrupy maksymalne maja trywialny
przekrdj i niech M podgrupa maksymalna rzedu m. Poniewaz G jest prosta wiec
M = Ng(M), czyli istnieje = podgrup sprzezonych z M. Zatem zbiér X nietrywial-
nych elementéw nalezacych do réznych podgrup sprzezonych z M ma co najmniej
= (m — 1) elementéw. Poniewaz m > 2 (bo G # Z,) wigc

n n n

LIim—-1)=n—2>n-5=7%

m m 2 2
2Tm—-1)=n—-—"<n-2<n-1
czyli
(14) LA (m—1)<n—1

Z prawej strony powyzszej nieréwnosci wynika, ze istnieje 1 # z € G\ X. Jezeli
teraz M’ jest podgrupa maksymalna zwierajaca =, |[M'| = m’ i X’ jest zbiorem
nietrywialnych elementéw nalezacych do podgrup sprzezonych z M’ to analogicznie
jak poprzednio |X'| > &. Poniewaz X N X' = () wigc otrzymujemy, ze

IXUX'|>242=n=|G|
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co jest niemozliwe gdyz 1 ¢ X UX'. Niech M7, Ms podgrupy maksymalne ktorych

przekroj I = M; N M, ma maksymalny rzad. Mj, My nilpotentne, wiec na mocy
twierdzenia Burnside’a—Wielandta

IS Ny,(I)K N:=Ng(I) s G

IS Ny,(I) S N:=Ng(I) s G
Niech M podgrupa maksymalna zawierajaca N. Poniewaz M; N Ms = I oraz N
zawiera elementy zaréwno z M \ I jak i Ma \ I wiec N € My, czyli M # M, skad

IS Ny, (1)< MnM
co stanowi sprzeczno$é¢ z wyborem M i Mo.
(ii) Niech |G| = p{*---pp* i przypusémy, ze k > 3. Pokazemy, ze wszystkie podgrupy

Sylowa grupy G sa normalne, co bedzie stanowilo sprzecznos¢ z nienilpotentnoscia

grupy G.

Poniewaz G jest rozwiazalna, wiec istnieje maksymalna podgrupa M, ktéra jest
dzielnikiem normalnym i ma indeks pierwszy, np. p; (bo G/G’ nietrywialne). Niech
P; € Syl,, (M) dla i > 1, wtedy oczywiscie P; € Sylp,(G). Poniewaz grupa M jest
nilpotentna, wiec P; jest charakterystyczna w M, a wiec normalna w G. Zauwazmy
ponadto, ze jezeli P; € Syl,, (G) to

PP, ~P _
Z/H - / Pl N R =P 1
skad
|PLF| = |Pu[B| < |G
W szczegblnoéci Py P; jest wlasciwa podgrupa grupy G, czyli jest zawarta w pewnej
grupie maksymalnej a wiec nilpotentnej, skad

(15) [P1,P;] =1 dlakazdego i > 1

Jezeli teraz g € G to (¢g) < M’ dla pewnej podgrupy maksymalnej M’ skad
g=g{""g" gdze|g| = p]
co w polaczeniu z (15) oznacza, ze P; jest normalna podgrupa grupy G.

(iii) Niech |G| = p®¢®, M maksymalna podgrupa normalna indeksu pierwszego, powiedz-
my q, P € Syl,(M), Q € Syly(G). Z dowodu (ii) wynika, ze P < G oraz G = PQ.
Pozostato do wykazania, ze @) jest cykliczna.

Przypus$émy przeciwnie, ze @ = G/P nie jest cykliczna, tzn.

Voeq (9, P) # G
Poniewaz (g, P) jest nilpotentna wiec [g, P] = 1 dla dowolnego g € @ skad

G = P® (@ = G nilpotentna ?

g

Twierdzenie 6.2 (Wielandt). Niech G bedzie grupg skoniczong rzedu n posiadajgcg nilpo-
tentng podgrupe Halla H rzedu k, i niech k'|k . Wowczas kazda podgrupa K grupy G rzedu
k' zawiera sie w pewnej podgrupie sprzezonej z H. W szczegdlnodci wszystkie podgrupy
Halla rzedu k sq sprzezone.
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Dowdéd. Twierdzenie udowodnimy indukcyjnie ze wzgledu na rzad grupy K. Jezeli |K| =1
to teza jest oczywista.

Przypusémy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla podgrup o rzedzie mniejszym niz k'.
Pokazemy najpierw, ze istnieje liczba pierwsza p|k’, p podgrupa Sylowa P oraz p’ podgrupa
Q grupy K takie, ze
(16) Q<IK oraz K =PQ

Jezeli K jest grupa nilpotentna to powyzsze wynika z twierdzenia Burnside’a—Wielandta.
Mozemy wiec zatozy¢, ze K nie jest nilpotentna. Jezeli M jest podgrupa maksymalna w
K, to na mocy zalozenia indukcyjnego jest ona zawarta w podgrupie sprzezonej z H, a
wiec w szczegblnoscei jest nilpotentna. Zatem (16) wynika z twierdzenia Schmidta (6.1).
Poniewaz H jest nilpotentna podgrupa Halla, wiec

H=H,®H, dla Hy e Syl,(H) C Syl,(G)
Poniewaz |Q| ‘ k wiec na mocy zalozenia indukcyjnego

Q< H'=H{oH]=Q<H] (bo(Q,|Hi|)=1)

wige w szczegdlnosci N = Ng(Q) > H{ (bo HY{ centralizuje HY). Poniewaz ponadto
N > K > P wiec
P < (H{)® dla pewnego z € N

Mamy wiec
K = PQ = PQ" < (H{)"(H})" = (HiH)" = H"

7. TWIERDZENIE SCHURA—ZASSENHAUSA

Twierdzenie 7.1 (Schur Zassenhaus). Niech N <G , |[N| =n, |G/N| =m, (n,m) = 1.
Wtedy G zawiera z doktadnosciq do sprzezenia, dokladnie jedng podgrupe rzedu m.

Dowdéd. Dowdd przeprowadzimy w dwédch krokach.
Zal6zmy, ze N jest grupg abelows.

1 N G Q:=GN——1

Mozemy w N okredli¢ strukture () modutu za pomoca dziatania

1

qn o g ng gdzie gN =q (zamiast ng bedziemy tez pisa¢ n?)

ISTNIENIE
Niech {t, € G | z € Q} bedzie systemem reprezentantéw dla G/N w G, takim, ze

t,N=x orazt; =1
Poniewaz t,t,N = (t,N)(t,N) = xy = tz, N, wiec
toty = tyyc(x,y) dla pewnego c(z,y) € N
Mamy wiec
tz(tyts) = taty.c(y, 2) = tay.c(z,y2)c(y, 2)
(taty)ts = toye(a, y)ts = taytat, ' e(z,y)ts = toyac(y, 2)e(z, y)
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skad

c(z,yz)c(y, 2) = c(zy, 2)c(z,y)?
Jezeli teraz d(y) = [],eq c(z,y) to mnozac powyzsza ré6wno$¢ stronami po x € Q) otrzy-
mamy

(17) d(yz)ey, z)™ = d(z)d(y)”
Jezeli am + fn =1 to dla e(y) = d(y)”™“ mamy
d(y)~" = (d(y) ") = (d(y)"*)™ = e(y)™  (bod(y) € N 1)
Tak wiec z (17) otrzymujemy
e(yz) ™ = d(yz) = d(2)d(y)c(y, 2) ™" =
—m
= e(2) " (e(y)?) Mely, 2) " = (e=)ely) ely, 2))
czyli (korzystajac z tego, ze (m,n) =1)
e(yz) = e(z)e(y)*c(y, 2)
Jezeli teraz s, = tye(x) to z powyzszego mamy
SySz = tye(y)tze(z) = tytze(y)ze(z) = tytze(yz)c<y7 Z)il =
= tyzc(y7 Z)e(yz)c(y) Z)il = tyze(yz) = Syz
Otrzymujemy wiec, ze ¢: QQ — G dane wzorem ¢(y) = s, jest homomorfizmem. Ponadto
oy)=1=te(ly)y=1=t,e N=>y=1
co oznacza, ze ¢ jest monomorfizmem, w szczegélnosci ¢(Q) jest podgrupa G rzedu m.
SPRZEZONOSC
Niech H,H* < G, |H| = |H*| = m. Mamy wtedy
G=HN (bo [HN/N| = [H/H n N| = |H])
Analogicznie H*N = G.
Z 1I twierdzenia o izomorfizmie, mamy izomorfizmy

Q—HN/N<— /HﬂN H gdzie j(h) = hN
Q:HN/N%H/H*HN:H* gdzie j*(h) = hN

Jezeli z € Q) to
i(x)N = ji(z) =x = j%i"(x) = i"(x) N
czyli a(x) = i(z)~1i*(x) € N. Poniewaz
i (zy) = " (2)i*(y) = i(z)a(z)i(y)aly) =
= i(2)i(y)i(y) " a(2)i(y)aly) = i(zy)a(z)’a(y)
oraz a(xy) =i~ (xy)i*(xy), wiec
a(zy) = a(x)’a(y)
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Jezeli teraz b = [[,c¢ a(z) to mnozac powyzsza réwnosé po x € @ otrzymujemy

b= ba(y)"
Poniewaz b € N i (n,m) = 1, wiec dla pewnego ¢ € N mamy b = ¢™ i powyzsza réwnosé
przybiera postac

" = (c")Yaly)™ = (Ya(y))™
Korzystajac ponownie z (n, m) = 1 dostajemy
¢ = Yafy)
Otrzymujemy wiec
i*(y) = i(y)aly) = i(y)(c e =i(y)ily) "¢ lily)e = cli(y)e

czyli

H*=c¢'He
Zal6zmy, ze N nie jest grupa abelowa.
W przypadku gdy N nie jest grupa abelowa, dowdd twierdzenia przeprowadzimy induk-
cyjnie za wzgledu na rzad grupy G.
ISTNIENIE
Niech pjn i P € Syl,(N) = Syl,(G). Jezeli teraz L = Ng(P) to na mocy lematu Fratini
G = LN.

(1) Jezeli istnieje p|n dla ktérego L < G to LN N < L oraz

G, LN, _L
N=TNTUNAL

Ponadto (|[L/N N L|,|NNL|) = (m,|NNL|) =1, wigc na mocy zalozenia induk-
cyjnego istnieje podgrupa ) grupy L rzedu
IL/N L = |G/N| =m
(2) Jezeli Vp,, No(P) = G to N jest nilpotentna (na mocy twierdzenia Burnside’a-
Wielandta), wiec w szczegdlnosdci ma nietrywialne centrum Z(N) < G. Jezeli G=

CVZUV%1V==AVZUV)tO
(INLIG/ND = (IN]IG/N|) = (IN|,m) = 1
Na mocy zalozenia indukcyjnego w G istnieje podgrupa M rzedu m, czyli podgrupa
M grupy G taka, ze
[M/z(N)| =m
Poniewaz N nie jest abelowa (czyli Z(N) S N) wigc
|M| = |M[|Z(N)| <mn = |G]

Stosujac teraz zalozenie indukcyjne do grupy M i jej podgrupy Z(INV), otrzymamy

teze.
SPRZEZONOSC
Niech K, H < G takie, ze |[K| = |H| =m.
Poniewaz grupa rzedu nieparzystego jest grupa rozwiazalng oraz (|N|,|G/N|) = 1, wiec
badz G/N badz N jest grupa rozwiazalna. Rozwazymy kolejno te przypadki.
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(1) Niech 7 bedzie zbiorem dzielnikéw pierwszych liczby m = |Q|. Jezeli G zawiera
normalna m—podgrupe R, tzn. |R| = p®ip € m, to R < G, H, K i teza wynika
z zalozenia indukcyjnego zastosowanego do grupy G/R i jej podgrup H/R i K/R
rzedu [G/R : NR/R).
Mozemy zatem zalozy¢, ze G nie zawiera normalnych m—podgrup. Niech L/N —
minimalna podgrupa normalna w G/N. Poniewaz

L/N =Zp DLy ®--- DLy dlapewnego p|m.

oraz

L HNL)N, ~HNL _HNL _
iy > Wy = AHNL)NN = HanN=HNL

wiec H N L jest p—grupa. Poniewaz
[L:HNL)=[HL: H]|[G: H]
i([G: H],p) =1wiec HNL € Syl,(L). Analogicznie pokazujemy, ze K N L € Syl,(L).
Na mocy twierdzenia Sylowa, mamy
Jger S:=(HNL)=g(KNL)g '=gKg'NL

Pokazemy, ze S < J, gdzie J = (H, K9). Poniewaz S < H, wiec wystarczy wyka-
zaé, ze k9y(k~1)9 € Sdlay € S, k € K. korzystajac z tego, ze y = k'Y dla pewnego
k' € K N L, mamy

Ey(k~19 = k9K (k19 = (kE'E )Y e KINL=HNL=2S5

Jezeli J = G to poniewaz w G nie ma nietrywialnych, normalnych 7 podgrup, wigc
S =1, skad p =1 co jest sprzeczne z wyborem L.
Mamy zatem H, K9 < J < G, wigc na mocy zalozenia indukcyjnego otrzymujemy

teze.
(2) Niech N =[N, N]. Poniewaz N’ # 1 (bo N jest nieabelowa !), wiec grupy
! !
HN/N”KN/N’ < G/N’
sq sprzezone, czyli sprzezone sg grupy HN' i KN’ skad w szczegdlnosci
HI < KN’

dla pewnego g € G. Poniewaz |K N'| < |G|, wigc korzystajac ponownie z zalozenia
indukcyjnego otrzymujemy, ze sprzezone sg grupy K, H9 < KN'.

O

8. TRANSFER

Niech H bedzie podgrupa grupy G taka, ze [G : H| = n < oo. {t1,...,t,} — zbidr
reprezentantow warstw wzgledem H. Mamy wtedy homomorfizm Poincaré

0: G— Sy, 0(g)(i) =j <= gtiH =t;H
Bedziemy tez uzywaé oznaczenia g(i) = ¢(g)(i). W szczegdlnosci mamy

VgeGVz’gn t;(li)gti eH
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Niech 8: H — A bedzie homomorfizmem w grupe abelowa A, mozemy wiec zdefiniowaé
odwzorowanie 6*: G — A wzorem

Mamy wtedy

Twierdzenie 8.1. Odwzorowanie §* (zwane transferem 6 do G) nie zalezy od wyboru
zbioru reprezentantow {t1,...,t,} i jest homomorfizmem.

Dowdd. Niech {t'1,...,t',} bedzie innym zbiorem reprezentantéw, takim ze ¢; i t; repre-
zentuja ta sama warstwe t;H = t;H, czyli t; = t;h; dla pewnego h; € H. Mamy wtedy

n

[To¢ 60t = He Sty i) =

i=1
_ E@(h;é)(t;é)gti)h) H9 Z) H9 t—l)gt Hle
= [T oG ¢9t) H O(hgiy)) ' TL0(hi) = TT 0(¢ 39t
=1 i=1 ) baie

i=1 i=1

Lemat 8.2 (Lemat o cyklach). Niech
k
(s;iH,xs;H,2%s;H, ... 2" 's;H) dlai=1,...,k, Zli =n

bedq orbitami dziatania v € G na G//H. Wtedy
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Dowéd. Poniewaz zbiér {z7s; | 1 < i <k, 0 < j <1l; — 1} jest zbiorem reprezentantéw
warstw G//H wiec

k ;-1
HHQ(%’J'HS Yeals ):
i=1 j=0

k [l;—2 _

= H (H 0 ((xj“si)_lxxjsi) 0 ((xlisi)_lxxli_lsi)) =
i=1 \ j=0
li—2
—H (HG(Q;JH xjﬂsz-)&( x sz)> HG( x sl)
=1
gdzie g oznacza reprezentanta warstwy gH. U

Definicja. Jezeli A = Hy, = H/f' i : H — H,, homomorfizm kanoniczny to 6* nazy-
wamy transferem G w H.

Whniosek 8.3 (Schur). Jezeli H < Z(G) i |G : H] = n < oo to odwzorowanie x — x™ jest
transferem G w H.

Dowdd. Jezeli s alis; € H to 2 € H (bo H

)= 10 (") = 1T () =TT -

=1 i=1

Z(@)), czyli s; talis; = 2l skad

<.

Twierdzenie 8.4 (Schur). Jezeli [G: Z(G)] =n < oo to G' skoriczona i (G)" = 1.

Dowdd. Jezeli G/z(G) = {01Z(G),...,9.Z(G)} to G’ jest generowana przez elementy
postaci [g;, g;] (bo jezeli x = gjz1,y = g;z2 gdzie z1, 22 € Z(G) to [z,y] = [gi, 95]), a wiec
jest skoniczenie generowana. Ponadto

G’ ~G'Z(G G
(18) /anz6) = ( )/Z(G) < 74)
skad otrzymujemy, ze grupa G’ N Z(QG) jest skoficzenie generowana (bo jezeli G jest skon-

czenie generowana i G/H skoficzona to H skoficzenie generowana) grupa abelowa. Korzy-
stajac teraz z wniosku (8.3) otrzymujemy

1=0%G") = (G")"
skad w szezegdlnosci (G'' N Z(G))™ = 1, czyli G' N Z(@G) jest skonczona, co w polaczeniu z
(18) oznacza, ze G’ jest skonczona. O
Definicja. Niech P € Syl,(G), gdzie G-grupa skonczona. Jezeli
7: G — Py

jest transferem to Gfer 1 jest p—grupa abelowa. W szczegélnosci ker 7 nalezy do rodziny

P={N|N <G, G/N p-grupa abelowa}
Mozemy wiec zdefiniowaé

=P =(){N|N <G, G/N p-grupa abelowa}
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Stwierdzenie 8.5. G/G’(p) jest najwiekszym abelowym p—ilorazem grupy G.

Dowdd. Jezeli G/H jest p-grupa abelowa to G'(p) < H, a wigc pozostaje wykazaé, ze
Gl (p) jest p—grupa abelowa. Niech Ny,..., Ns; beda wszystkimi elementami rodziny P.
Wtedy jadrem naturalnego homomorfizmu

90:G—>G/N1><...XG/N

S

jest G'(p), a wigc G/ (p) jest izomorficzna z podgrupa abelowej p—grupy. O

Lemat 8.6. Niech 7: G — Py, bedzie transferem G w P € Syl,(G). Wtedy
o G'(p) =kert
e PNG’ = ker(7p)

Dowdd. Oczywiscie G'(p) < kerT, wystarczy wiec wykaza¢ inkluzje przeciwna. Niech
x € G i przyjmijmy oznaczenia orbit dzialania x na GJP jak w lemacie o cyklach (8.2).
Mamy wtedy

k
T(z) = <H silxlisi> P
i=1

Poniewaz G = G'(p)P (wystarczy pordéwnaé rzedy) wiec mozemy zalozy¢, ze s; € G'(p),
skad

k
(@) = (H a7, 8;11> P'=(@"e)P' dlace G (p)
=1

Jezeli teraz x € ker T to
1=7(z) =a"cP
czyli 2" € G'(p)P' < G'(p)G’ = G'(p). Poniewaz ponadto 2P" € G'(p) dla pewnego m i
(n,p™) = 1 wigc z € G'(p), co konczy dowdd pierwszej czesci lematu.
Poniewaz ker(7p) = P Nker7 = P N G’'(p), wigc pozostato do wykazania, ze
PNnG'(p)=PnG
Inkluzja ,,0” jest oczywista.

Aby udowodnié druga inkluzje zauwazmy najpierw, ze G'(p)/G’ jest p'~grupa (tzn. p
nie dzieli jej rzedu). Gdyby bowiem p ‘ |G'(p)/c| to biorac w tej grupie p’~podgrupe Halla
M/q" otrzymaliby$my iloraz abelowy G/M bedacy p-grupa o rzedzie wiekszym od rzedu
G/G'(p) co byloby sprzeczne z stwierdzeniem (8.5).

Niech teraz a € P N G'(p). Poniewaz a € P, wiec a?” = 1. Z drugiej strony z powyzszej
uwagi wynika, ze a? € G’ dla (g, p®) = 1. Z tych dwoch warunkéw bez trudu otrzymujemy,
ze a € G', czyli

PNnG'(p)cPnG

Whniosek 8.7. Przy oznaczeniach z poprzedniego lematu mamy

Im7 = P/P NG
W szczegdlnosci 7(G) = 7(P)
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Dowdd. Poniewaz o
oraz jak zauwazyliémy w dowodzie drugiej czeéci lematu p nie dzieli |G’ (p)/G’| wiec p™ =

|G/G (p)] jest maksymalna potega p dzielaca |G/G|. Z drugiej strony grupa

!
L ona = PG/G’

ma te sama wlasnosé, skad [Im 7| = |P/P N ¢’|. Poniewaz mamy ponadto homomorfizm

PIP 0 6! = PG —= GJa— T 1) o = GG (p) T 7
wiec z rownodci rzeddéw otrzymujemy

Imrgp/PmG/ = 7(P)

Lemat 8.8. Niech P € Syl,(G) bedzie grupg abelowg, N = Ng(P). Wtedy
e P=7p(N)® [P, N]
o Im7 = Zp(N)
e PNkerr =[P, N]

Dowdd. Przyjmljmy oznaczema z dowodu lematu (8.6) i niech = € P, y; = 2%. Z definicji
l; mamy wtedy y;, s; Lysi € P, skad na mocy abelowosci P

C = Za(s; yisi) > (P, s; ' Ps;)
czyli 3¢,ec cz-_lsz-_lPsZ-ci = P. Jezeli teraz r; = s;¢; to r; € N oraz

k

(19) T(a:):H Lplis, = Hc “alisie; = Hr alir; =

=1

= H gtid = z"d dla d € [P, N]
=1

Ew

Mamy wiec 2" = 7(z)d~! € 7(P)[P, ] Czyh
(20) P =71(P)[P,N] (bo (n,p)=1 oraz 7(P)[P,N] < P)
Jezeli T7(x) € ker7 dla x € P to

1=7(r(z)) =7(2"d) = 7(z)"7(d) = ()" = 7(x) =1
czyli
(21) T(P)Nkert =1
Poniewaz [P, N| < ker 7, wigc na mocy (20) i (21)

P=7(P)®[P,N]=Im7&[P,N] (namocy wniosku (8.7))

Zauwazmy, ze jezeliy € N, z € G to

t/P=t/P < y 't!Py=y 't)Py < t;P =t;P
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co oznacza, ze zbior {t¥,... t¥} jest zbiorem reprezentantéw warstw wzgledem P, skad

n

r(@)! =y (H t;(;xti> v = T ) e (1) = 7(a¥)
i=1

i=1
co oznacza, ze Im7 < N. Korzystajac z (21) i tego, ze 7(P) = 7(G) otrzymujemy
Im7, N]<Im7N[P,N]=1

czyli Im7 < Zp(N). Aby wykazaé inkluzje przeciwna, zauwazmy, ze jezeli x € Zp(N) to
na mocy (19) 7(x) = 2" czyli z € Im7 (bo (n,p) = 1).
Poniewaz [P, N] < P NkerT oraz

[P: PNkert] =[P :ker(rp)] = |[7(P)| =[P : [P, N]]

wiec [P, N] = P Nker, co kohczy dowdd lematu.
i

Twierdzenie 8.9 (Taunt). JeZeli wszystkie p—grupy Sylowa grupy G (dla wszystkich
p‘ |G|) sa abelowe to G' N Z(G) =1 oraz Z(QG) jest hipercentrum.

Dowdd. Niech P € Syl,(G). Korzystajac z lematéw (8.8) i (8.6) mamy wtedy
(G'NZG)NP=(GNP)N(Z(G)NP)< (G'NP)NZp(Na(P)) =
=(kertNP)NZp(N)=[P,N]NZp(N)=1
co oczywiscie oznacza, ze G' N Z(G) = 1. Korzystajac z tej réwnosci otrzymujemy
[£2(G). Gl < G'N&(G) =G'NZ(G) =1
czyli £2(G) < Z(G) = &1(G). O

Twierdzenie 8.10 (Burnside). Jezeli G jest grupg skoriczong, takq zZe pewna jej p—podgrupa
Sylowa P zawiera si¢ w centrum swojego normalizatora (tzn. P < Z(Ng(P))) to G jest
p—nilpotentna, tzn. posiada normalng p'—podgrupe Halla.

Dowdéd. Poniewaz P jest abelowa, wiec na mocy lematu (8.8)
Pnkert =[P,Ng(P)] =1
Poniewaz jednak Gfker 1 jest p-grupa, wiec ker 7 jest p’ podgrupa Halla. O

Lemat 8.11. Niech p bedzie najmniejszq liczbg pierwszq dzielgeq |G|. Zalézmy ponadto,
ze G nie jest p-nilpotentna. Wtedy p—podgrupy Sylowa nie sq cykliczne, ponadto p® lub 12
dzieli |G|.

Dowdd. Niech P € Syl,(G), N = Ng(P), Z = Zg(P). Poniewaz grupa G nie jest
p-nilpotentna, wiec na mocy twierdzenia (8.10) Z < N.
Gdyby P byla grupa cykliczna i |P| = p" to

(22) [Aut(P)| = (p—1)p"
Ponadto z abelowosci P wynika, ze P < Z, a wiec

(23) (IN/z|,p) =1
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Z drugiej strony NN/Z jest izomorficzna z podgrupa grupy Aut(P), skad na mocy (22) i
(23) otrzymujemy

(N/z||[p -1
co na mocy minimalnoéci p oznacza, ze N = Z ?
Przypusémy, ze p® [ |G|. Wtedy P = Z, ® Z,, skad
[Aut(P)| = |GL(2,Zy)| = (0> = )(»* —p) = (0 — 1)*p(p + 1)

Podobnie jak poprzednio, mamy
(IN/z|,p) =1
oraz
IN:Z)| (- 1)*(p+1)

Zauwazmy, ze jezeli p > 2 to dzielniki nieparzyste liczb p—11i p+ 1 sa mniejsze od p, skad
N=2Z7

Jesli natomiast p = 2 to [N : Z] = 3, ponadto 4‘ |G|, skad 12 ‘ |G| O

Twierdzenie 8.12 (Holder, Burnside, Zassenhaus). Jezeli wszystkie p—podgrupy Sylowa
skonczonej grupy G sq cykliczne to

G=G,=(ablam=10b0"= 1,b7tab=a")

gdzie0 <r<m,2 fm, r" =1 (mod m), (m,n(r —1)) =1.
Odwrotnie, kazda grupa Gy, , za wspdlczynnikami spetniajacymi powyzsze warunki ma

cykliczne p—podgrupy Sylowa.

Dowdd. Jezeli G jest abelowa to G jest cykliczna, czyli G = Gin. Zalézmy zatem, ze G
nie jest abelowa. Na mocy lematu (8.11) G jest p—nilpotentna dla pewnego p, tzn. istnieje
normalna p’—podgrupa Halla.

Poniewaz G/M jest p-grupa, wiec indukcyjnie na |G| tatwo wykazaé, ze G jest nilpo-
tentna. Niech d > 1 bedzie stopniem nilpotentnoéci grupy G. Poniewaz grupa G4 jest
abelowa, wiec jest cykliczna a wiec posiada abelows grupe automorfizméw Aut(G(@—1).
W szczegdlnosci jezeli z,y € G, z € G to

1 1

[z, y)z[z, 4] = ayzty gy e = 2

czyli G’ centralizuje G(@—1),
Gdyby d > 2 to na mocy twierdzenia Taunta (8.9) zastosowanego do grupy G’

GU-D < (@Y NZ(G) =1 ?

Mamy zatem, ze d = 2, czyli grupa G’ jest abelowa a wigc cykliczna. Zauwazmy ponadto,
ze grupa /G’ spelnia zalozenia dowodzonego twierdzenia (gdyz jezeli Q € Syly(Gla’) 1
Q € Squ(ﬂ71<@)) to Q@ = 7(Q) jest grupa cykliczng jako obraz grupy cyklicznej), jest
wiec grupa cykliczna. Mamy zatem ciag dokladny

1—G' =27, —G——G6GG' 272, —1
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Niech @ € Syl,(G). Pokazemy, ze |Q ‘m albo |Q)| ‘ n, z czego wynika, ze (m,n) = 1. Niech
N = N¢(Q). Na mocy lematu (8.8)
Q= Zo(N) ®[Q, N]
Poniewaz (@ jest grupa cykliczna, wiec badz [Q, N] = Q badz Zg(N) = Q
Jezeli [Q,N] = Q to Q = [Q,N] < G, eayli Q|| |G/| = m.
Jesli natomiast Zg (V) = @ to na mocy lematu (8.8) i wniosku (8.7) mamy
Q= [Zo(N)| = [Im7| = |€/Q N &|

skad QNG’ = 1. Gdyby teraz g|m to istniala by podgrupa Z, = K < G', wigc dla pewnego
g€ G, gKg~! < @Q co na mocy normalnoéci G/ oznacza, ze

gKg'<Qnd f

Udowodniliémy zatem, ze (m,n) = 1. Niech G’ = (a), G/' = (h1G'), gdzie #by = nm;.

Poniewaz (m,n) =11 my|m wiec jezeli b = b]"* to #b=n 1 G/q' = (bG').

Mamy wiec G = (a,b), gdzie a™ = 1,b" = 1. Poniewaz sprzezenie przez b indukuje

automorfizm grupy G’, wiec bab~! = a”, gdzie 0 < r < m oraz (m,r) = 1. Poniewaz
a=b"ab™ =ad"

n

wigc ™ =1 (mod m).
Gdyby (m,n(r — 1)) # 1 to ¢/m i g|r — 1 dla pewnego ¢ > 1. Niech a; = a%, wtedy
#a1 = q a ponadto
barb ' =dal =a; (bor=1 (mod q))
skad na mocy twierdzenia Taunta (8.9)

aeG@NZG@)=1=a=1=q¢=1 ?

Gdyby 2|m to 2|r — 1 lub 2|r. W pierwszym przypadku otrzymujemy sprzecznosé¢ z tym,
ze (m,n(r — 1)) = 1, w drugim natomiast z tym, ze " = 1 (mod m).

Aby zakonczyé dowdd twierdzenia wystarczy sprawdzié, ze podgrupy Sylowa grupy
postaci G = G, , sa cykliczne. Niech zatem P € Syl,(G). Jezeli pjm to P < (a) (bo
grupa (a) jest normalna) a wiec P jest cykliczna. Jezeli natomiast p|n to P = gP’'g~! dla
P’ < (b)ige G, awiec P jest cykliczna, jako izomorficzny obraz grupy cykliczne;j. O



