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1. p-grupy

Twierdzenie 1.1. Jeżeli |G| = pα to Φ(G) = [G,G]Gp

Dowód. Ponieważ G jest nilpotentna, więc każda podgrupa maksymalna M ⊆ G jest
normalna. Wtedy z maksymalności M G/M = Zp, czyli [G,G] ⊆M . Niech g ∈ G. Wtedy
gp ∈M , czyli Gp ⊆M . Z dowolności wyboru M otrzymujemy, że

[G,G]Gp ⊆ Φ(G)
Ponieważ G/[G,G]Gp jest grupą abelową, w której każdy element ma rząd p, więc

G�[G,G]Gp = Zp ⊕ · · ·
r
⊕ Zp

Przypuśćmy, że x ∈ Φ(G) \ [G,G]Gp. Ponieważ G/[G,G]Gp jest przestrzenią liniową nad
ciałem Zp, więc:

∃x1,...,xr−1∈G 〈x̃1, . . . , x̃r−1, x̃〉 =
G�[G,G]Gp

czyli

G = 〈x1, . . . , xr−1, x, [G,G]Gp〉
G = 〈x1, . . . , xr−1, [G,G]Gp〉

Skąd
〈x̃1, . . . , x̃r−1〉 = G�[G,G]Gp ��

���


��
��
(
bo dimZp

G�[G,G]Gp = r
)

�

Twierdzenie 1.2 (Burnside Basis Theorem). Jeżeli |G| = pr to każdy zbiór generatorów
grupy G zawiera podzbiór złożony z r elementów, które generują grupę G.

Dowód. Niech 〈x1, . . . , xn〉 = G, Wtedy

〈x̃1, . . . , x̃n〉 = G�Φ(G) = Zp ⊕ · · ·
r
⊕ Zp

Można więc wybrać r elementów x̃i1 , . . . , x̃ir tak aby 〈x̃i1 , . . . , x̃ir〉 = G/Φ(G). Mamy wtedy
G = 〈xi1 , . . . , xir ,Φ(G)〉

G = 〈xi1 , . . . , xir〉
�

Twierdzenie 1.3 (Hall). Jeżeli |G| = pm i |G/Φ(G)| = pr, to

|Aut(G)|
np(m−r)r, gdzie n = |GL(r, p)|

Dowód. Ponieważ Φ(G) jest podgrupą charakterystyczną, więc mamy działanie

Aut(G)×G�Φ(G)→
G�Φ(G)

Niech
C = CAut(G)

(
G�Φ(G)

)
=
{
ϕ ∈ Aut(G) | ϕ|G/Φ(G) = idG/Φ(G)

}
Mamy wtedy indukowane działanie

Aut(G)�C ×
G�Φ(G)→

G�Φ(G)
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czyli homomorfizm

Ψ: Aut(G)�C → Aut
(
G�Φ(G)

)
= Aut(Zrp) ∼= GL(r, p)

W szczególności

(1) |Aut(G)|�|C| = |Aut(G)/C|
n.

Niech G = 〈x1, . . . , xr〉,
S =

{
(x1f1, . . . , xrfr) | f1, . . . , fr ∈ Φ(G)

}
Ponieważ γ(xiΦ(G)) = xiΦ(G) dla γ ∈ C, więc mamy działanie

C × S → S, (γ, (y1, . . . , yr)) 7−→ (γ(y1), . . . , γ(yr))
Jeżeli γ(y) = y dla y = (y1, . . . , yr) = (x1f1, . . . , xrfr) to z równości

G = 〈x1, . . . , xr〉 ¬ 〈x1f1, . . . , xrfr, f1, . . . , fr〉 = 〈x1f1, . . . xrfr〉
otrzymujemy, że γ = idG, czyli działanie to jest wolne, więc każda jego orbita posiada |C|
elementów, skąd |C|

|S| = p(m−r)r, co w połączeniu z (1) dowodzi tezy. �

2. Współrzędne Malcewa

Oznaczenie. Niech

γ0(G) = G, γi+1(G) = [γi(G), G]

γ0(g1) = g1, γi+1(g1, . . . , gi+1) = [γi(g1, . . . , gi), gi+1]

γn(g1, . . . , gn) nazywamy komutatorem prostym wagi n.

Uwaga.
γn(G) = 〈γn(g1, . . . , gn) | gi ∈ G〉, dla n = 0, 1, . . .

Stwierdzenie 2.1. Jeżeli p, q, r ∈ G to
[pq, r] = [q, r]p[p, r](2a)

[p, qr] = [p, q][p, r]q(2b)

[p−1, q] = [q, p]p
−1
=
(
[p, q]−1

)p−1(2c)

[p, q−1] = [q, p]q
−1
=
(
[p, q]−1

)q−1(2d)

[p, q]r = [r, [p, q]][p, q](2e)

Lemat 2.2. Jeżeli 1 = Gn ¬ · · · ¬ G0 = G jest ciągiem centralnym, p, q ∈ G, a ∈ Gi to
[p, a]q ≡ [p, a] (mod Gi+2)

Dowód. Na mocy (2e) oraz centralności ciągu Gj

[p, a]q = [q, [p, a]][p, a] ∈ [G,Gi+1][p, a] ⊆ Gi+2[p, a]
�
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Wniosek 2.3. Przy powyższych oznaczeniach jeżeli p, q ∈ G, a, b ∈ Gi to

[ab, p] ≡ [b, p][a, p] (mod Gi+2)(3a)

[a, pq] ≡ [a, p][a, q] (mod Gi+2)(3b)

[a−1, p] ≡ [a, p]−1 (mod Gi+2)(3c)

[a, p−1] ≡ [a, p]−1 (mod Gi+2)(3d)

Dowód. Powyższe równości są natychmiastową konsekwencją stwierdzenia (2.1) i lematu
(2.2) �

Lemat 2.4. Jeżeli G = 〈X〉 to centrał γn(G) jest generowany przez γn+1(G) i komutatory
proste wagi n elementów z X.

Dowód. Dla n = 0 teza jest oczywista.
Załóżmy, że teza zachodzi dla centrału γn. Niech a ∈ γn, g ∈ G. Na mocy założenia
indukcyjnego i normalności γn+1

a = aε11 · · · a
εm
m z gdzie z ∈ γn+1, ai-komutator prosty wagi n

Korzystając z (3a) otrzymujemy

(4) [a, g] = [aε11 · · · a
εm
m z, g] ≡ [z, g][aεmm , g][aεm−1m−1 , g] · · · [a

ε1
1 , g] (mod γn+2)

Jeśli teraz g = xδ11 · · ·x
δk
k to w ten sam sposób (korzystając teraz (3b)) otrzymujemy

(5) [aεii , g] = [a
εi
i , x

δ1
1 · · ·x

δk
k ] ≡ [a

εi
i , x

δ1
1 ][a

εi
i , x

δ2
2 ] · · · [a

εi
i , x

δk
k ] (mod γn+2)

Korzystając z (3c) i (3d), równość (5) przyjmuje postać

[aεii , g] ≡ [ai, x1]
±1[ai, x2]±1 · · · [ai, xk]±1 (mod γn+2)

Ostatnia równość w połączeniu z (4) oraz z tym, że [z, g] ∈ [γn+1, G] = γn+2 oznacza, że
każdy element postaci [a, g] dla a ∈ γn, g ∈ G może być wygenerowany przez komutatory
proste wagi n+1 elementów z X, oraz elementy γn+2, co oznacza, że grupa γn+1 = [γn, G]
też ma tą własność. �

Lemat 2.5. G/H skończenie generowana grupa abelowa. Wtedy istnieje ciąg subnormalny

H = G0 ¬ · · · ¬ Gn = G

o ilorazach cyklicznych.

Twierdzenie 2.6. Dowolna skończenie generowana grupa nilpotentna G posiada ciąg
centralny o ilorazach cyklicznych.

Dowód. Z lematu (2.4) grupa γi/γi+1 jest skończenie generowana, ponieważ jest ona również
abelowa więc teza wynika z lematu (2.5) i faktu, że zagęszczenie ciągu centralnego jest
ciągiem centralnym. �

Lemat 2.7. Dowolna podgrupa H skończenie generowanej grupy nilpotentnej G jest skoń-
czenie generowana.
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Dowód. Niech 1 = G0 ¬ · · · ¬ Gn = G ciąg centralny o ilorazach cyklicznych,Hi = Gi∩H.
Wtedy ciąg Hi też jest centralny, w szczególności Hi+1 EHi.

Hi�Hi+1 =
Hi�Gi+1 ∩H =

Hi�Gi+1 ∩Gi ∩H =

= Hi�Gi+1 ∩Hi
∼= HiGi+1�Gi+1 ¬

Gi�Gi+1
Co oznacza, że Hi/Hi+1 jest cykliczna, tzn. Hi/Hi+1 = 〈ãi〉 dla pewnego ai ∈ Hi, skąd
H = 〈a0, a1, . . . , an−1〉. �

Twierdzenie 2.8. Dowolna skończenie generowana, beztorsyjna grupa nilpotentna posia-
da ciąg centralny o ilorazach cyklicznych nieskończonych.

Dowód. Na mocy lematu (2.7) grupy ξi są skończenie generowane, co oznacza, że ξi+1/ξi
są skończenie generowanymi grupami abelowymi. Na mocy lematu (2.5) ciąg ξi można
zagęścić do ciągu o ilorazach cyklicznych (który jako zagęszczenie ciągu centralnego będzie
centralny). Aby wykazać tezę twierdzenia, wystarczy więc udowodnić, że grupy ξi+1/ξi są
beztorsyjne.
Jeżeli i = 0 to ξi+1/ξi = ξ1/ξ0 = Z(G), a więc jako podgrupa G jest grupą beztorsyjną.
Załóżmy, że ξi/ξi−1 jest grupą beztorsyjną. Niech 1 6= x̃ = xξi ∈ ξi+1/ξi element skończonego
rzędu, tzn. xn ∈ ξi dla pewnego n > 1. Ponieważ x 6∈ ξi, ∃g∈G[g, x] 6∈ ξi−1. Jednocześnie
[g, xn] ∈ ξi−1. Korzystając z (3b) otrzymujemy

0 ≡ [g, xn] ≡ [g, x]n (mod ξi−1)
Ponieważ [g, x] ∈ ξi \ξi−1, więc powyższa równość oznacza, że [g, x]ξi−1 jest nietrywialnym
elementem skończonego rzędu w ξi/ξi−1. ��

���


��
��

�

Definicja. Niech G beztorsyjna grupa nilpotentna. Na mocy twierdzenia (2.8) istnieje
ciąg centralny o ilorazach cyklicznych nieskończonych

1 = Gs+1 ¬ · · · ¬ G1 = G
Niech Gi/Gi+1 = 〈ãi〉 dla ãi = aiGi+1, ai ∈ Gi. Wtedy oczywiście G = 〈a1, . . . , as〉.
a1, . . . , as nazywamy bazą Malcewa grupy G.

Stwierdzenie 2.9. Jeżeli a1, . . . , as uporządkowana jak wyżej baza Malcewa skończenie
generowanej beztorsyjnej grupy nilpotentnej G, to dowolny element x ∈ G zapisuje się
jednoznacznie w postaci

x = at1(x)1 a
t2(x)
2 · · · ats(x)s

dla pewnych liczb całkowitych ti(x) zwanych współrzędnymi Malcewa x w bazie a1, . . . , as

Dowód. Ponieważ G1/G2 = 〈a1G2〉, więc ∃!t1(x)∈Z a
−t1(x)
1 x ∈ G2.

Podobnie, ponieważ G2/G3 = 〈a2G3〉, więc ∃!t2(x)∈Z a
−t2(x)
2 a

−t1(x)
1 x ∈ G3.

Kontynuując to postępowanie otrzymamy, że

∃!t1(x),...,ts(x)∈Z a
−ts(x)
s · · · a−t2(x)2 a

−t1(x)
1 x ∈ Gs+1 = 1

czyli
x = at1(x)1 a

t2(x)
2 · · · ats(x)s

�
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Wniosek 2.10. Odwzorowanie ϕ : G→ Z⊕· · ·
s
⊕Z dane wzorem ϕ(x) = (t1(x), . . . , ts(x))

jest bijekcją.

Definicja. Przy oznaczeniach z wniosku (2.10), odwzorowanie ψ : G → Zt nazywamy
wielomianowym, jeżeli istnieją takie wielomiany f1, . . . , ft ∈ Q[x1, . . . , xs] takie, że

∀g∈G ψ(g) = (f1(ϕ(g)), . . . , ft(ϕ(g)))

Jeżeli f1, . . . , ft są stopnia pierwszego to ψ nazywamy liniowym.

Twierdzenie 2.11 (Malcew). G skończenie generowana beztorsyjna grupa nilpotentna o
współrzędnych Malcewa t1, . . . , ts odpowiadających bazie a1, . . . , as. Wtedy istnieje liczba
naturalna n = n(G) i zanurzenie izomorficzne ϕ : G→ UTn(Z) wielomianowe na G takie,
że ϕ−1 jest liniowe na ϕ(G) (we współrzędnych macierzowych w UTn(Z)). W szczególno-
ści mnożenie i potęgowanie wyraża się w sposób wielomianowy, tzn. istnieją wielomiany
w1, . . . , ws i v1, . . . , vs nad Q, takie że ∀x,y∈G∀1¬i¬s

• ti(xy) = wi(tα(x), tα(y) | α < i) + ti(x) + ti(y)
• ti(xm) = vi(m, tα(x) | α < i) +mti(x)

3. Uzupełnienie nilpotentne

Lemat 3.1. Jeżeli G/Z(G) jest grupą cykliczną to G = Z(G).

Dowód. Niech G/Z(G) = 〈ã〉 dla a ∈ G. Weźmy x, y ∈ G wtedy x = apz1, y = aqz2 dla
p, q ­ 0, z1, z2 ∈ Z(G). Mamy wtedy

xy = apz1aqz2 = z1apaqz2 = z1aqapz2 = aqz2apz1 = yx

�

Lemat 3.2. Niech G grupa nilpotentna stopnia s ­ 2. Wtedy dla dowolnego g ∈ G grupa
H = 〈g, [G,G]〉 ma stopień nilpotentności mniejszy niż s.

Dowód.
[G,G] ¬ H ∩ ξs−1(G) ¬ ξs−1(H)

skąd

H/ξs−2(H)�Z
(
H/ξs−2(H)

) = H/ξs−2(H)�ξs−1(H)/ξs−2(H) ∼=
∼= H�ξs−1(H)

∼= H/[G,G]�ξs−1(H)/[G,G] =
〈g̃〉�∗

jest grupą cykliczną. Na mocy lematu (3.1) każda z powyższych grup jest grupą trywialną,
w szczególności H = ξs−1(H) �

Twierdzenie 3.3. W dowolnej grupie nilpotentnej beztorsyjnej wyciąganie pierwiastków
jest operacją jednoznaczną, choć nie zawsze określoną, tzn. jeżeli

an = bn, dla n 6= 0

to a = b.
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Dowód. Indukcja ze względu na stopień nilpotentności s grupy G.
Jeżeli s = 1 to G jest abelowa, skąd

an = bn ⇒ (ab−1)n = 1 ⇒ ab−1 = 1 ⇒ a = b

Załóżmy, że teza jest prawdziwa dla grup o stopniu nilpotentności mniejszym niż s i niech
G będzie beztorsyjną grupą nilpotentną stopnia s.
Niech a, b ∈ G, an = bn,H = 〈a, [G,G]〉 ¬ G. Na mocy lematu (3.2)HEG jest beztorsyjną
grupą nilpotentną stopnia mniejszego niż s, ponadto a, bab−1 ∈ H. Ponieważ

(bab−1)n = banb−1 = bbnb−1 = bn = an

więc na mocy założenia indukcyjnego

bab−1 = a ⇒ (ab−1)n = anb−n = 1 ⇒ a = b

�

Wniosek 3.4. G beztorsyjna nilpotentna. Jeżeli anbm = bman to ab = ba.

Dowód.

anbma−n = bm ⇒ (anba−n)m = bm ⇒ anba−n = b ⇒ banb−1 = an ⇒
⇒ (bab−1)n = an ⇒ bab−1 = a ⇒ ab = ba

�

Definicja. Grupę G nazywamy podzielną o ile dla dowolnego g ∈ G i n ∈ N równanie
xn = g (przy zapisie addytywnym nx = g) ma rozwiązanie w G.

Definicja. Podzielną nilpotentną beztorsyjną grupę G nazywamy uzupełnieniem nilpo-
tentnym grupy G, o ile zawiera ona G i nie zawiera właściwych podgrup podzielnych
zawierających G.

Definicja. Mówimy, że liczba n jest wykładnikiem grupy G, jeżeli

∀g∈G gn ∈ G

Twierdzenie 3.5. Niech H podgrupa podzielnej beztorsyjnej grupy nilpotentnej G. Wtedy
zbiór √

H =
{
x ∈ G | xn ∈ H dla pewnego n

}
jest podgrupą grupy G, a więc uzupełnieniem nilpotentnym H w G. Ponadto zachodzą
związki

ξi(H) = H ∩
√
ξi(H)(6a)

ξi(
√
H) =

√
ξi(H)(6b)

Dowód. Dowód przeprowadzimy w trzech krokach.

1. Niech x, y ∈
√
H, A = 〈x, y〉, B = A ∩H, Aj = γj(A).

Zauważmy, że jeżeli udowodnimy, że dla dowolnego 0 ¬ j ¬ s− 1

(7) mj+1 = [BAj : BAj+1] <∞
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to w szczególności [A : B] = [BA0 : BAs] = m1 · · ·ms <∞, skąd (xy−1)kB = (xy−1)B
dla pewnego k > 1 czyli(xy−1)k−1 ∈ B ⊆ H co oznacza, że

√
H jest podgrupą G.

Udowodnimy teraz (7). Korzystając z (2a), (2b) i centralności ciągu Aj mamy

[BAj , BAj ] ¬ [Aj , BAj ]B[B,BAj ] = [Aj , BAj ][B,BAj ] ¬
¬ [Aj , B][Aj , Aj ]B[B,B][B,Aj ]B =

= [Aj , B][Aj , Aj ][B,B][B,Aj ] ¬ BAj+1
co oznacza, że ciąg B = BAs ¬ · · · ¬ BA0 = A jest ciągiem subnormalnym o ilorazach
abelowych. Ponieważ założyliśmy, że x, y ∈

√
H, więc istnieje liczba m ­ 1 taka, że

xm, ym ∈ H. Pokażemy indukcyjnie na i, że mi+1 jest wykładnikiem grupy BAi/BAi+1.
Jeżeli i = 0 to grupa

BAi�BAi+1 =
A�B[A,A]

ma wykładnik m, gdyż xm, ym ∈ H ∩A = B.
Załóżmy,

(
BAi−1/BAi

)mi = 1. Korzystając z (3a), (3b) oraz (2a) otrzymujemy
Am

i+1

i = [Ai−1, A]m
i+1
=
(
[Ai−1, A]m

i)m⊆ [Amii−1, A]mAi+1 ⊆
⊆ [Amii−1, Am]Ai+1 ⊆ [BAi, BA1]Ai+1 ¬

¬ [Ai, BA1]B[B,BA1]Ai+1 ¬ BAi+1
Stąd natychmiast otrzymujemy, że(

BAi
)mi+1 ⊆ BAi+1

Na mocy lematu (2.7) grupy BAj/BAj+1 są skończenie generowane. Ponadto udowod-
niliśmy, że są one abelowe o skończonym wykładniku, co oznacza, że muszą one być
skończone.

2. Udowodnimy, że ξi(H) = H ∩
√
ξi(H). Inkluzja „⊆” jest oczywista.

„⊇”: Niech x ∈ H ∩
√
ξi(H). Wtedy xm ∈ ξi(H) dla pewnego m ¬ 1. Niech y ∈ H.

Korzystając z wniosku (3.4) (z dowodu twierdzenia (2.8) wynika, że ξi/ξi−1 jest beztor-
syjna !) mamy

[xm, y]ξi−1 = 1 ⇒ [x, y]ξi−1 = 1
co oznacza, że x ∈ ξi(H).

3. Udowodnimy indukcyjnie na i, że ξi(
√
H) =

√
ξi(H).

Jeżeli i = 0 to ξ0(
√
H) = 1 =

√
1 =

√
ξ0(H) (bo G beztorsyjna)

Załóżmy, że ξi(
√
H) =

√
ξi(H).

„⊆”:

(8) x ∈ ξi+1(
√
H) ⇒ x ∈

√
H ⇒ xm ∈ H ⇒ [xm,H] ⊆ H

Z drugiej strony

(9) x ∈ ξi+1(
√
H) ⇒ xm ∈ ξi+1(

√
H) ⇒ [xm,H] ⊆ ξi(

√
H) =

√
ξi(H)

Z (8), (9) oraz (6a) otrzymujemy

[xm,H] ⊆ H ∩
√
ξi(H) = ξi(H) ⇒ xm ∈ ξi+1(H) ⇒ x ∈

√
ξi+1(H)
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„⊇”: Niech y ∈
√
H czyli yn ∈ H

x ∈
√
ξi+1(H) ⇒ xm ∈ ξi+1(H) ⇒ [xm, yn] ∈ ξi(H)

Korzystając z wniosku (3.4) otrzymujemy

[xm, yn]ξi(H) = 1 ⇒ [x, y]ξi(H) = 1 ⇒ [x, y] ∈ ξi(H) ⇒

⇒ [x, y] ∈
√
ξi(H) = ξi(

√
H) ⇒ x ∈ ξi+1(

√
H)

�

Lemat 3.6. Niech G1,G2 podzielne beztorsyjne grupy nilpotentne, Wtedy dla dowolnej
podgrupy G ¬ G1 i homomorfizmu ϕ :

√
G→ G2

ϕ(
√
G) =

√
ϕ(G)

Dowód.
„⊆”:

y ∈ ϕ(
√
G) ⇒ y = ϕ(x) ∧ x ∈

√
G ⇒ y = ϕ(x) ∧ xm ∈ G ⇒

⇒ ym = ϕ(x)m = ϕ(xm) ∈ ϕ(G) ⇒ y ∈
√
ϕ(G)

„⊇”:
y ∈

√
ϕ(G) ⇒ ym ∈ ϕ(G) ⇒ ym = ϕ(x) ∧ x ∈ G

Jeżeli teraz z ∈
√
G taki, że zm = x to na mocy twierdzenia (3.3)

ym = ϕ(x) = ϕ(zm) = ϕ(z)m ⇒ y = ϕ(z)

�

Twierdzenie 3.7 (Malcew). Dowolna beztorsyjna grupa nilpotentna G posiada uzupeł-
nienie nilpotentne tego samego stopnia nilpotentności. Dowolne dwa takie uzupełnienia
G1, G2 są izomorficzne nad G, a ponadto dla dowolnego ϕ ∈ Aut(G) istnieje izomorfizm
ϕ̃ : G1 → G2 taki, że ϕ̃|G = ϕ.

Dowód.
Jedyność
Niech G1 i G2 będą grupami izomorficznymi z G,

√
G1 i
√
G2 ich uzupełnieniami nil-

potentnymi oraz niech ϕ : G1 → G2 izomorfizm. Rozpatrzmy podgrupę

D =
{
(x, ϕ(x) | x ∈ G1

}
nilpotentnej i podzielnej grupy

√
G1 ×

√
G2. Ponieważ ϕ jest izomorfizmem, więc jeżeli

x ∈
√
D ∩
√
Gi to

xm ∈ D ∩Gi ⇒ xm = 1 ⇒ x = 1
co dowodzi, że

√
D ∩
√
Gi = 1, czyli odwzorowania π1 i π2, będące obcięciami rzutowań

grupy
√
G1×
√
G2 odpowiednio na pierwszy i drugi składnik do

√
D, są monomorfizmami.

√
D

π1 //

π2
��

√
G1

√
G2
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Korzystając z lematu (3.6) otrzymujemy, że

πi(
√
D) =

√
πi(D) =

√
Gi

co oznacza, że π1 i π2 są izomorfizmami, czyli powyższy diagram możemy uzupełnić do
diagramu.

√
D

π1 //

π2
��

√
G1

ϕ̃=π2◦π−11|| |<
|<

|<
|<

|<

√
G2

Ponadto jeżeli g ∈ G1 to

ϕ̃(g) = π2 ◦ π−11 (g) = π2(g, ϕ(g)) = ϕ(g)

Istnienie
Jeżeli G jest skończenie generowana to na mocy twierdzenia (2.11) G zanurza się w
grupie podzielnej UTn(Q), więc na mocy twierdzenia (3.5)

√
G w UTn(Q) jest uzupełnie-

niem nilpotentnym grupy G. Dla g ∈ G i m ∈ N oznaczmy przez m
√
g jedyne (na mocy

twierdzenia (3.3)) rozwiązanie równania xm = g.
Niech x = m

√
g, x1 = m1

√
g1, wtedy (korzystając ponownie z jednoznaczności pierwiastko-

wania) otrzymujemy

x = x1 ⇐⇒ xmm1 = xmm11 ⇐⇒ (xm)m1 = (xm1)m ⇐⇒ gm1 = gm1

czyli

(10) m
√
g = m1

√
g1 ⇐⇒ gm1 = gm1

Odrzućmy teraz założenie, że G jest skończenie generowana i rozpatrzmy zbiór for-
malnych symboli X =

{
m
√
g | g ∈ G,m = 1, 2, . . .

}
. Określmy w tym zbiorze relację

równoważności
m
√
g ∼ m1

√
g1 ⇐⇒ gm1 = gm1

Z udowodnionej już jednoznaczności (nad G!) uzupełnienia nilpotentnego, wynika, że
możemy określić mnożenie elementów m

√
g i m1

√
g1 zbioru X jako wynik ich mnożenia

w uzupełnieniu nilpotentnym grupy 〈g, g1〉. Ponadto (10) oznacza, że tak zdefiniowane
działanie jest kongruencją ze względu na relację „∼”, tzn. indukuje ono działanie w zbiorze√
G := X/∼. Nietrudno teraz zauważyć, że zbiór

√
G z tak określonym działaniem jest

grupą będącą uzupełnienieniem nilpotentnym grupy G.
Na mocy twierdzenia (3.5) grupa

√
G ma stopień nilpotentności nie większy niż stopień

nilpotentności G, ale ponieważ zawiera G, więc stopnie te muszą być równe. �

4. Warunek maksymalności, grupy policykliczne

Definicja. Grupa G spełnia warunek maksymalności dla podgrup o ile każdy wstępujący
ciąg podgrup stabilizuje się, tzn.

jeżeli H1 ¬ H2 ¬ . . . ¬ G to ∃n Hn = Hn+1 = · · ·

Lemat 4.1. Grupa G spełnia warunek maksymalności ⇐⇒ każda jej podgrupa jest
skończenie generowana.
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Dowód.
„ ⇒ ”:
Niech H ¬ G Jeżeli H 6= 1 to niech 1 6= h1 ∈ H, H1 = 〈h1〉. Jeżeli H1 � H to niech
H2 = 〈h1, h2〉, gdzie h2 ∈ H \H1. Kontynuując to postępowanie otrzymamy ciąg podgrup
1 � H1 � H2 . . . ¬ H grupy G. Ponieważ G spełnia warunek maksymalności więc dla
pewnego n

H = Hn = 〈h1, . . . , hn〉
„ ⇐ ”:
Niech

H1 ¬ H2 ¬ . . . ¬ G
Wtedy H =

⋃∞
n=1Hn jest podgrupą G, a więc H = 〈g1, . . . , gs〉 dla pewnych gi ∈ H. Niech

ni takie, że gi ∈ Hni , wtedy jeżeli n = max{n1, . . . , ns} to
H = 〈g1, . . . , gs〉 ¬ Hn, skąd H = Hn = Hn+1 = . . .

�

Twierdzenie 4.2. Klasa grup z warunkiem maksymalności jest zamknięta ze względu na
branie podgrup, obrazów homomorficznych i rozszerzeń.

Dowód.

(1) Zamkniętość ze względu na branie podgrup wynika wprost z definicji i przechod-
niości bycia podgrupą.

(2) Niech ϕ : G → G′, gdzie G spełnia warunek maksymalności. Weźmy H ¬ G′.
Wtedy

ϕ−1(H) = 〈g1, . . . , gs〉
skąd H = 〈ϕ(g1), . . . , ϕ(gs)〉

(3) Rozważmy ciąg dokładny grup

1 // H
i // G

p // K // 1

gdzie K i H spełniają warunek maksymalności.
Niech L ¬ G. Wtedy

p(L) = 〈k1, . . . , ks〉 = 〈p(g1), . . . , p(gs)〉 gdzie p(gi) = ki, gi ∈ L
Podobnie

i(H) ­ i(H) ∩ L = 〈l1, . . . , lt〉
Niech g ∈ L, wtedy p(g) = w(k1, . . . , ks). Oznaczmy g̃ = w(g1, . . . , gs). Ponieważ

p(g̃g−1) = p(g̃)p(g)−1 = w(k1, . . . , ks)w(k1, . . . , ks)−1 = 1

więc g̃g−1 ∈ i(H) ∩ L, czyli g ∈ 〈g1, . . . , gs, l1, . . . , lt〉, skąd
L = 〈g1, . . . , gs, l1, . . . , lt〉

�

Definicja. Grupę G nazywamy policykliczną o ile posiada ona skończony ciąg subnormal-
ny o ilorazach cyklicznych.

Przykład. Skończone grupy rozwiązalne są policykliczne
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Przykład. Grupy superrozwiązalne są policykliczne (w szczególności np. skończenie gene-
rowane grupy nilpotentne – twierdzenie (2.6)).

Twierdzenie 4.3. Grupa jest rozwiązalna i spełnia warunek maksymalności ⇐⇒ jest
policykliczna.

Dowód.
„ ⇒ ”:
Niech G = G0 ­ G1 ­ . . . ­ Gn+1 = 1 ciąg normalny o ilorazach abelowych. Wtedy na
mocy twierdzenia (4.2) grupy Gi/Gi+1 są skończenie generowane i teza wynika z lematu
(2.5).
„ ⇐ ”:
Niech G = G0 ­ G1 ­ . . . ­ Gn+1 = 1 ciąg policykliczny dla G. Weźmy H ¬ G.
Wtedy Hi = gi ∩G jest ciągiem policyklicznym dla H, więc w szczególności grupa H jest
skończenie generowana. �

5. Warunek minimalności

Definicja. Grupa G spełnia warunek minimalności dla podgrup o ile każdy zstępujący
ciąg podgrup stabilizuje się, tzn.

jeżeli G ­ H1 ­ H2 ­ . . . to ∃n Hn = Hn+1 = · · ·

Stwierdzenie 5.1. Grupa spełniająca warunek minimalności jest torsyjna (tzn. każdy
element ma skończony rząd).

Dowód. Jeżeli x ∈ G i #g =∞ to ciąg podgrup
〈x〉 	 〈x2〉 	 〈x4〉 . . . 	 〈x2n〉 	 . . .

nie stabilizuje się. �

Stwierdzenie 5.2. Klasa grup z warunkiem minimalności jest zamknięta ze względu na
operacje brania podgrup i obrazów homomorficznych.

Stwierdzenie 5.3. Grupa

C(p∞) =
{
z ∈ C | zpn = 1 dla pewnego n ∈ N

}
p–liczba pierwsza

zwana grupą quasicykliczną spełnia warunek minimalności.

Dowód. Oznaczmy C(pi) =
{
z ∈ C | zpi = 1

}
, wtedy oczywiście C(p∞) =

⋃∞
i=1C(p

i).
Zauważmy, że

(11) jeżeli x ∈ C(pk+1) \ C(pk) to 〈x〉 = C(pk+1)
(bo wtedy #x = pk+1 = |C(pk+1)|)
Z (11) wynika, że każda właściwa podgrupa H � C(p∞) jest jedną z grup C(pk), a więc
w szczególności jest skończona. Rzeczywiście, jeżeli k jest największą liczbą dla której
H ⊇ C(pk) to H = C(pk) (bo gdyby x ∈ H \ C(pk) to H ⊇ C(pk+1)). �

Przykład. Dowolny produkt skończonej ilości grup quasicyklicznych

C(p∞1 )× C(p∞2 )× · · · × C(p∞n )
spełnia warunek minimalności.
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Lemat 5.4. Niech G będzie grupą abelową, zaś A jej podzielną podgrupą. Wówczas istnieje
B ¬ G taka, że G = A⊕B

Dowód. Niech B rodzina podgrup grupy G mających trywialny przekrój z A. Rodzina B
spełnia założenia lematu K-Z, gdyż jeżeli

{
Bi
}
i∈I jest łańcuchem to B

∞ =
⋃
i∈I Bi jest

podgrupą G i B∞ ∩ A = 0. Niech B będzie elementem maksymalnym w B. Pokażemy, że
A = A⊕B. Ponieważ A ∩B = 0, wystarczy więc wykazać, że G = A+B.
Załóżmy g ∈ G \ (A+B), wtedy z maksymalności B, 〈g〉 ∩ (A+B) 6= 0 (w przeciwnym
wypadku mielibyśmy (B+〈g〉)∩A = 0), czyli ng = a+b dla pewnego n ∈ N, a ∈ A, b ∈ B.
Niech n będzie najmniejszą liczbą o tej własności (dla wszystkich możliwych wyborów
g ∈ G \ (A+B)).
Ponieważ A jest grupą podzielną, więc a = na′ dla pewnego a′ ∈ A. Mamy wtedy

ng = a+ b = na′ + b ⇒ b = n(g − a′)
Jeśli więc teraz oznaczymy g′ = g − a′ to g′ 6∈ A + B (bo g = g′ + a′) oraz ng′ = b ∈ B.
Mamy więc, że

(12) B � 〈g′, B〉
Z drugiej strony jeżelimg′+b′ ∈ 〈g′, B〉∩A tomg′ ∈ A+B skąd korzystając z minimalności
n mamy, że n|m, czyli

mg′ + b ∈ B ⇒ mg′ + b ∈ B ∩A ⇒ mg′ + b = 0 ⇒ 〈g′, B〉 ∩A = 0
Powyższa równość w połączeniu z (12) stanowi sprzeczność z maksymalnością B. �

Twierdzenie 5.5. Podzielna grupa abelowa A z własnością minimalności rozkłada się na
sumę prostą skończonej ilości grup izomorficznych z C(p∞i ), tzn.

A = C(p∞1 )× C(p∞2 )× · · · × C(p∞n )

Dowód. Weźmy g ∈ G, Wtedy na mocy stwierdzenia (5.1) #g = n. Niech p1|n liczba
pierwsza oraz a1 = np1 g. Wtedy #a1 = p1. Korzystając z podzielności G otrzymujemy ciąg
{ai} elementów G takich, że

p1a2 = a1
p1a3 = a2
· · ·

Tym samym otrzymujemy wstępujący ciąg podgrup cyklicznych

〈a1〉
p1
¬ 〈a2〉

p1
¬ 〈a3〉

p1
¬ . . .

skąd grupa A1 =
⋃∞
i=1〈ai〉 jest izomorficzną z C(p∞1 ). Na mocy lematu (5.4)

G = A1 ⊕G1
Powtarzając powyższe rozumowanie dla grupy G1 otrzymamy grupę A2 izomorficzna z
C(p∞2 ) taką, że

G = A1 ⊕A2 ⊕G2
Kontynuując to postępowanie oraz korzystając z warunku minimalności dla G otrzymamy
grupy A1, A2, . . . , An, izomorficzne z grupami quasicyklicznymi C(p∞1 ), C(p

∞
2 ), . . . , C(p

∞
n )

takie, że
G = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕An
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(gdyby procedurę wyboru grup Ai można by było kontynuować w nieskończoność, to
otrzymalibyśmy niestabilizujący się zstępujący ciąg podgrup Hk =

⊕∞
i=k Ai). �

Lemat 5.6. W grupie nilpotentnej G dowolna maksymalna normalna podgrupa abelowa
A jest identyczna ze swoim centralizatorem.

Dowód. Niech H = ZG(A). Indukcyjnie pokażemy, że H ∩ ξi(G) ¬ A (Wtedy w szczegól-
ności H = H ∩G = H ∩ ξn(G) ¬ A).
Jeżeli i = 0 to ξ0 = 1 więc teza zachodzi.
Załóżmy, że H ∩ ξi(G) ¬ A i niech x ∈ H ∩ ξi+1(G), wtedy dla dowolnego g ∈ G i a ∈ A
mamy

[g, x]a[g, x]−1 = gxg−1(x−1ax)gx−1g−1 = gxg−1agx−1g−1 =

= gx(g−1ag)x−1g−1 = g(g−1ag)g−1 = a

Czyli [g, x] ∈ H ponadto [g, x] ∈ ξi(G), skąd

(13) [g, x] ∈ H ∩ ξi(G) ¬ A

Ponieważ x ∈ H, więc grupa 〈A, x〉 jet abelowa. Ponadto na mocy (13)

gxg−1 = [g, x]x ∈ 〈A, x〉

czyli jest też normalna. Z maksymalności A otrzymujemy 〈A, x〉 = A, czyli x ∈ A. �

Twierdzenie 5.7 (Czernikow). Grupa rozwiązalna spełniająca warunek minimalności jest
bądź skończona bądź skończonym rozszerzeniem sumy prostej skończonej ilości grup quasi-
cyklicznych.

Dowód. Załóżmy, że G jest nieskończona. Gdyby każda podgrupa skończonego indeksu
zawierała istotną podgrupę skończonego indeksu, to można by skonstruować niestabilizu-
jący się zstępujący ciąg podgrup. Niech zatem H podgrupa G skończonego indeksu, która
nie zawiera podgrup skończonego indeksu, w szczególności H E G (bo zawsze podgrupa
skończonego indeksu zawiera podgrupę normalną w G skończonego indeksu).
Zauważmy, jeżeli H jest abelowa (czyli np. jeżeli G jest abelowa) to wtedy H jest
również podzielna (bo wtedyH/Hp jest grupą abelową o wykładniku p spełniającą warunek
minimalności, czyli skończoną sumą prostą grup Zp, skąd Hp = H), czyli teza wynika z
twierdzenia (5.5).
Wystarczy więc wykazać, że H jest grupą abelową. Niech s będzie stopniem rozwiązal-
ności grupy H. Indukcyjnie na s pokażemy, że H jest nilpotentna.
Jeżeli s = 0 to H abelowa, czyli nilpotentna.
Załóżmy, że s > 1. Niech A będzie normalną podgrupą abelowa grupy H. Pokażemy, że
A ⊆ Z(H).
Jak zauważyliśmy wcześniej, dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla grup abelowych,
więc stosując go do grupy A, otrzymujemy, że dla dowolnego n w A istnieje skończenie
wiele elementów rzędu n, więc w szczególności orbita Ha dowolnego elementu a ∈ A
przy działaniu H na sobie przez sprzężenie jest skończona, skąd [H : Ha] < ∞ (Ha –
stabilizator a). Ponieważ H nie zawiera podgrup skończonego indeksu, więc Ha = H, czyli
rzeczywiście

A ⊆ Z(H)
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Niech A będzie ostatnim nieznikającym komutantem grupy H. Wtedy na mocy powyż-
szej uwagi A ⊆ Z(H). Jeżeli teraz H̃ = H/A to H̃ ma stopień rozwiązalności < s ponadto
nie posiada ona podgrup skończonego indeksu (bo H takich nie ma), czyli na mocy zało-
żenia indukcyjnego jest ona grupą nilpotentną. Ponieważ H jest centralnym rozszerzeniem
grupy nilpotentnej H̃ więc jest również nilpotentna.
Niech teraz B będzie maksymalną normalną podgrupą abelową grupyH, wtedy na mocy
lematu (5.6) B = ZH(B), ponadto z przebiegu powyższego dowodu wynika, że B ¬ Z(H).
Otrzymujemy stąd

H = ZH(Z(H)) ¬ ZH(B) = B ⇒ H = B

�

6. Twierdzenie Wielandta

Twierdzenie 6.1 (Schmidt). Niech w skończonej nienilpotentnej grupie G wszystkie pod-
grupy maksymalne będą nilpotentne. Wówczas
(i) G jest rozwiązalna;
(ii) G ma rząd pαpβ, gdzie p, q różne liczby pierwsze, α 6= 0, β 6= 0;
(iii) istnieje dokładnie jedna p (lub q) podgrupa Sylowa P i q (odpowiednio p) podgrupa
Sylowa Q taka, że Q cykliczna i G = PQ.

Dowód.

(i) Niech G będzie minimalnym (ze względu na rząd) kontrprzykładem, tzn. G nie jest
rozwiązalna. Jeżeli G nie jest grupą prostą, tzn. zawiera nietrywialną podgrupę nor-
malną 1 6= N � G to bez trudu sprawdzamy, że grupa G/N jest bądź nilpotentna
bądź spełnia założenia twierdzenia, a więc z minimalności G jest rozwiązalna, po-
nadto grupa N jest nilpotentna, skąd G jest rozwiązalna. ��

���


��
��

Możemy więc założyć, że G jest grupą prostą. Oznaczmy |G| = n. Pokażemy, że
pewne dwie podgrupy maksymalne G mają niepusty przekrój.
Przypuśćmy przeciwnie, że każde dwie podgrupy maksymalne mają trywialny
przekrój i niech M podgrupa maksymalna rzędu m. Ponieważ G jest prosta więc
M = NG(M), czyli istnieje nm podgrup sprzężonych z M . Zatem zbiór X nietrywial-
nych elementów należących do różnych podgrup sprzężonych z M ma co najmniej
n
m(m− 1) elementów. Ponieważ m ­ 2 (bo G 6= Zp) więc

n
m(m− 1) = n−

n
m ­ n−

n
2 =

n
2

n
m(m− 1) = n−

n
m ¬ n− 2 < n− 1

czyli

(14) n
2 ¬

n
m(m− 1) < n− 1

Z prawej strony powyższej nierówności wynika, że istnieje 1 6= x ∈ G \ X. Jeżeli
teraz M ′ jest podgrupą maksymalną zwierającą x, |M ′| = m′ i X ′ jest zbiorem
nietrywialnych elementów należących do podgrup sprzężonych z M ′ to analogicznie
jak poprzednio |X ′| ­ n2 . Ponieważ X ∩X

′ = ∅ więc otrzymujemy, że

|X ∪X ′| ­ n2 +
n
2 = n = |G|
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co jest niemożliwe gdyż 1 6∈ X∪X ′. ��
���


��
�� NiechM1,M2 podgrupy maksymalne których

przekrój I = M1 ∩ M2 ma maksymalny rząd. M1,M2 nilpotentne, więc na mocy
twierdzenia Burnside’a–Wielandta

I � NM1(I) ¬ N := NG(I) � G

I � NM2(I) ¬ N := NG(I) � G

Niech M podgrupa maksymalna zawierająca N . Ponieważ M1 ∩ M2 = I oraz N
zawiera elementy zarówno z M1 \ I jak i M2 \ I więc N 6⊆M1, czyli M 6=M1, skąd

I � NM1(I) ¬M ∩M1
co stanowi sprzeczność z wyborem M1 i M2.

(ii) Niech |G| = pα11 · · · p
αk
k i przypuśćmy, że k ­ 3. Pokażemy, że wszystkie podgrupy

Sylowa grupy G są normalne, co będzie stanowiło sprzeczność z nienilpotentnością
grupy G.
Ponieważ G jest rozwiązalna, więc istnieje maksymalna podgrupa M , która jest
dzielnikiem normalnym i ma indeks pierwszy, np. p1 (bo G/G′ nietrywialne). Niech
Pi ∈ Sylpi(M) dla i > 1, wtedy oczywiście Pi ∈ Sylpi(G). Ponieważ grupa M jest
nilpotentna, więc Pi jest charakterystyczna w M , a więc normalna w G. Zauważmy
ponadto, że jeżeli P1 ∈ Sylp1(G) to

P1Pi�Pi
∼= P1�P1 ∩ Pi = P1

skąd
|P1Pi| = |P1||Pi| < |G|

W szczególności P1Pi jest właściwą podgrupą grupy G, czyli jest zawarta w pewnej
grupie maksymalnej a więc nilpotentnej, skąd

(15) [P1, Pi] = 1 dla każdego i > 1

Jeżeli teraz g ∈ G to 〈g〉 ¬M ′ dla pewnej podgrupy maksymalnej M ′ skąd
g = gγ11 · · · g

γk
k gdzie |gi| = psii

co w połączeniu z (15) oznacza, że P1 jest normalną podgrupą grupy G.
(iii) Niech |G| = pαqβ,M maksymalna podgrupa normalna indeksu pierwszego, powiedz-
my q, P ∈ Sylp(M), Q ∈ Sylq(G). Z dowodu (ii) wynika, że P C G oraz G = PQ.
Pozostało do wykazania, że Q jest cykliczna.
Przypuśćmy przeciwnie, że Q ∼= G/P nie jest cykliczna, tzn.

∀g∈Q 〈g, P 〉 6= G
Ponieważ 〈g, P 〉 jest nilpotentna więc [g, P ] = 1 dla dowolnego g ∈ Q skąd

G = P ⊕Q ⇒ G nilpotentna ��
���


��
��

�

Twierdzenie 6.2 (Wielandt). Niech G będzie grupą skończoną rzędu n posiadającą nilpo-
tentną podgrupę Halla H rzędu k, i niech k′|k . Wówczas każda podgrupa K grupy G rzędu
k′ zawiera się w pewnej podgrupie sprzężonej z H. W szczególności wszystkie podgrupy
Halla rzędu k są sprzężone.
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Dowód. Twierdzenie udowodnimy indukcyjnie ze względu na rząd grupy K. Jeżeli |K| = 1
to teza jest oczywista.
Przypuśćmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla podgrup o rzędzie mniejszym niż k′.
Pokażemy najpierw, że istnieje liczba pierwsza p|k′, p podgrupa Sylowa P oraz p′ podgrupa
Q grupy K takie, że

(16) QEK oraz K = PQ

JeżeliK jest grupą nilpotentną to powyższe wynika z twierdzenia Burnside’a–Wielandta.
Możemy więc założyć, że K nie jest nilpotentna. Jeżeli M jest podgrupą maksymalną w
K, to na mocy założenia indukcyjnego jest ona zawarta w podgrupie sprzężonej z H, a
więc w szczególności jest nilpotentna. Zatem (16) wynika z twierdzenia Schmidta (6.1).
Ponieważ H jest nilpotentną podgrupą Halla, więc

H = H1 ⊕H2 dla H1 ∈ Sylp(H) ⊆ Sylp(G)

Ponieważ |Q|
k więc na mocy założenia indukcyjnego

Q ¬ Hg = Hg1 ⊕H
g
2 ⇒ Q ¬ Hg2 (bo (|Q|, |H1|) = 1)

więc w szczególności N = NG(Q) ­ Hg1 (bo H
g
1 centralizuje H

g
2 ). Ponieważ ponadto

N ­ K ­ P więc
P ¬ (Hg1 )

x dla pewnego x ∈ N
Mamy więc

K = PQ = PQx ¬ (Hg1 )
x(Hg2 )

x = (H1H2)
xg = Hxg

�

7. Twierdzenie Schura–Zassenhausa

Twierdzenie 7.1 (Schur Zassenhaus). Niech N E G , |N | = n, |G/N | = m, (n,m) = 1.
Wtedy G zawiera z dokładnością do sprzężenia, dokładnie jedną podgrupę rzędu m.

Dowód. Dowód przeprowadzimy w dwóch krokach.
Załóżmy, że N jest grupą abelową.

1 // N // G // Q := G/N // 1

Możemy w N określić strukturę Q modułu za pomocą działania

qn
df.= g−1ng gdzie gN = q (zamiast nq będziemy też pisać nq)

Istnienie
Niech

{
tx ∈ G | x ∈ Q

}
będzie systemem reprezentantów dla G/N w G, takim, że

txN = x oraz t1 = 1

Ponieważ txtyN = (txN)(tyN) = xy = txyN , więc

txty = txyc(x, y) dla pewnego c(x, y) ∈ N
Mamy więc

tx(tytz) = txtyzc(y, z) = txyzc(x, yz)c(y, z)

(txty)tz = txyc(x, y)tz = txytzt−1z c(x, y)tz = txyzc(xy, z)c(x, y)z
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skąd
c(x, yz)c(y, z) = c(xy, z)c(x, y)z

Jeżeli teraz d(y) =
∏
x∈Q c(x, y) to mnożąc powyższą równość stronami po x ∈ Q otrzy-

mamy

(17) d(yz)c(y, z)m = d(z)d(y)z

Jeżeli αm+ βn = 1 to dla e(y) = d(y)−α mamy

d(y)−1 = (d(y)−1)αm+βn = (d(y)−α)m = e(y)m (bo d(y) ∈ N !)

Tak więc z (17) otrzymujemy

e(yz)−m = d(yz) = d(z)d(y)zc(y, z)−m =

= e(z)−m(e(y)z)−mc(y, z)−m =
(
e(z)e(y)zc(y, z)

)−m
czyli (korzystając z tego, że (m,n) = 1)

e(yz) = e(z)e(y)zc(y, z)

Jeżeli teraz sx = txe(x) to z powyższego mamy

sysz = tye(y)tze(z) = tytze(y)ze(z) = tytze(yz)c(y, z)−1 =

= tyzc(y, z)e(yz)c(y, z)−1 = tyze(yz) = syz

Otrzymujemy więc, że ϕ : Q→ G dane wzorem ϕ(y) = sy jest homomorfizmem. Ponadto

ϕ(y) = 1 ⇒ tye(y) = 1 ⇒ ty ∈ N ⇒ y = 1

co oznacza, że ϕ jest monomorfizmem, w szczególności ϕ(Q) jest podgrupą G rzędu m.
Sprzężoność
Niech H,H∗ ¬ G, |H| = |H∗| = m. Mamy wtedy

G = HN (bo |HN/N | = |H/H ∩N | = |H|)

Analogicznie H∗N = G.
Z II twierdzenia o izomorfizmie, mamy izomorfizmy

Q = HN�N
i // H�H ∩N = Hj

oo gdzie j(h) = hN

Q = H
∗N�N

i∗ // H∗�H∗ ∩N = H
∗

j∗
oo gdzie j∗(h) = hN

Jeżeli x ∈ Q to
i(x)N = ji(x) = x = j∗i∗(x) = i∗(x)N

czyli a(x) = i(x)−1i∗(x) ∈ N . Ponieważ

i∗(xy) = i∗(x)i∗(y) = i(x)a(x)i(y)a(y) =

= i(x)i(y)i(y)−1a(x)i(y)a(y) = i(xy)a(x)ya(y)

oraz a(xy) = i−1(xy)i∗(xy), więc

a(xy) = a(x)ya(y)
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Jeżeli teraz b =
∏
x∈Q a(x) to mnożąc powyższą równość po x ∈ Q otrzymujemy

b = bya(y)m

Ponieważ b ∈ N i (n,m) = 1, więc dla pewnego c ∈ N mamy b = cm i powyższa równość
przybiera postać

cm = (cm)ya(y)m = (cya(y))m

Korzystając ponownie z (n,m) = 1 dostajemy

c = cya(y)

Otrzymujemy więc

i∗(y) = i(y)a(y) = i(y)(c−1)yc = i(y)i(y)−1c−1i(y)c = c−1i(y)c

czyli
H∗ = c−1Hc

Załóżmy, że N nie jest grupa abelową.
W przypadku gdy N nie jest grupą abelową, dowód twierdzenia przeprowadzimy induk-
cyjnie za względu na rząd grupy G.
Istnienie
Niech p|n i P ∈ Sylp(N) = Sylp(G). Jeżeli teraz L = NG(P ) to na mocy lematu Fratini
G = LN .

(1) Jeżeli istnieje p|n dla którego L � G to L ∩N E L oraz

G�N =
LN�N =

L�N ∩ L
Ponadto (|L/N ∩ L|, |N ∩ L|) = (m, |N ∩ L|) = 1, więc na mocy założenia induk-
cyjnego istnieje podgrupa Q grupy L rzędu

|L/N ∩ L| = |G/N | = m

(2) Jeżeli ∀p|n NG(P ) = G to N jest nilpotentna (na mocy twierdzenia Burnside’a–
Wielandta), więc w szczególności ma nietrywialne centrum Z(N) E G. Jeżeli G̃ =
G/Z(N), Ñ = N/Z(N) to

(|Ñ |, |G̃/Ñ |) = (|Ñ |, |G/N |) = (|Ñ |,m) = 1

Na mocy założenia indukcyjnego w G̃ istnieje podgrupa M̃ rzędum, czyli podgrupa
M grupy G taka, że

|M/Z(N)| = m
Ponieważ N nie jest abelowa (czyli Z(N) � N) więc

|M | = |M̃ ||Z(N)| < mn = |G|

Stosując teraz założenie indukcyjne do grupy M i jej podgrupy Z(N), otrzymamy
tezę.

Sprzężoność
Niech K,H ¬ G takie, że |K| = |H| = m.
Ponieważ grupa rzędu nieparzystego jest grupą rozwiązalną oraz (|N |, |G/N |) = 1, więc
bądź G/N bądź N jest grupą rozwiązalną. Rozważymy kolejno te przypadki.
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(1) Niech π będzie zbiorem dzielników pierwszych liczby m = |Q|. Jeżeli G zawiera
normalną π−podgrupę R, tzn. |R| = pα i p ∈ π, to R E G,H,K i teza wynika
z założenia indukcyjnego zastosowanego do grupy G/R i jej podgrup H/R i K/R
rzędu [G/R : NR/R].
Możemy zatem założyć, że G nie zawiera normalnych π−podgrup. Niech L/N –
minimalna podgrupa normalna w G/N . Ponieważ

L�N = Zp ⊕ Zp ⊕ · · · ⊕ Zp dla pewnego p|m.

oraz
L�N ­

(H ∩ L)N�N
∼= H ∩ L�(H ∩ L) ∩N =

H ∩ L�H ∩N = H ∩ L

więc H ∩ L jest p−grupą. Ponieważ

[L : H ∩ L] = [HL : H]
[G : H]

i ([G : H], p) = 1 więcH∩L ∈ Sylp(L). Analogicznie pokazujemy, żeK ∩ L ∈ Sylp(L).
Na mocy twierdzenia Sylowa, mamy

∃g∈L S := (H ∩ L) = g(K ∩ L)g−1 = gKg−1 ∩ L

Pokażemy, że S E J , gdzie J = 〈H,Kg〉. Ponieważ S E H, więc wystarczy wyka-
zać, że kgy(k−1)g ∈ S dla y ∈ S, k ∈ K. korzystając z tego, że y = k′g dla pewnego
k′ ∈ K ∩ L, mamy

kgy(k−1)g = kgk′g(k−1)g = (kk′k−1)g ∈ Kg ∩ L = H ∩ L = S

Jeżeli J = G to ponieważ w G nie ma nietrywialnych, normalnych π podgrup, więc
S = 1, skąd p = 1 co jest sprzeczne z wyborem L.
Mamy zatem H,Kg ¬ J � G, więc na mocy założenia indukcyjnego otrzymujemy
tezę.

(2) Niech N ′ = [N,N ]. Ponieważ N ′ 6= 1 (bo N jest nieabelowa !), więc grupy

HN ′�N ′,
KN ′�N ′ ¬

G�N ′

są sprzężone, czyli sprzężone są grupy HN ′ i KN ′, skąd w szczególności

Hg ¬ KN ′

dla pewnego g ∈ G. Ponieważ |KN ′| < |G|, więc korzystając ponownie z założenia
indukcyjnego otrzymujemy, że sprzężone są grupy K,Hg ¬ KN ′.

�

8. Transfer

Niech H będzie podgrupą grupy G taką, że [G : H] = n < ∞. {t1, . . . , tn} – zbiór
reprezentantów warstw względem H. Mamy wtedy homomorfizm Poincaré

ϕ : G→ Sn, ϕ(g)(i) = j ⇐⇒ gtiH = tjH

Będziemy też używać oznaczenia g(i) = ϕ(g)(i). W szczególności mamy

∀g∈G∀i¬n t−1g(i)gti ∈ H
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Niech θ : H → A będzie homomorfizmem w grupę abelową A, możemy więc zdefiniować
odwzorowanie θ∗ : G→ A wzorem

θ∗(g) =
n∏
i=1

θ(t−1g(i)gti)

Mamy wtedy

Twierdzenie 8.1. Odwzorowanie θ∗ (zwane transferem θ do G) nie zależy od wyboru
zbioru reprezentantów {t1, . . . , tn} i jest homomorfizmem.

Dowód. Niech {t′1, . . . , t′n} będzie innym zbiorem reprezentantów, takim że ti i t′i repre-
zentują tą samą warstwę tiH = t′iH, czyli t

′
i = tihi dla pewnego hi ∈ H. Mamy wtedy

n∏
i=1

θ(t′−1g(i)gt
′
i) =

n∏
i=1

θ(h−1g(i)t
−1
g(i)gtihi) =

=
n∏
i=1

θ(h−1g(i)
(
t−1g(i)gti

)
hi) =

n∏
i=1

θ(h−1g(i))
n∏
i=1

θ(t−1g(i)gti)
n∏
i=1

θ(hi) =

=
n∏
i=1

θ(t−1g(i)gti)
n∏
i=1

θ(hg(i))
−1
n∏
i=1

θ(hi) =
n∏
i=1

θ(t−1g(i)gti)

Pozostało do wykazania, że θ∗ jest homomorfizmem. Jeżeli x, y ∈ G to

θ∗(xy) =
n∏
i=1

θ(t−1xy(i)xyti) =
n∏
i=1

θ
((
t−1xy(i)xty(i)

)(
t−1y(i)yti

))
=

=
n∏
i=1

θ
(
t−1xy(i)xty(i)

) n∏
i=1

θ
(
t−1y(i)yti

)
= θ∗(x)θ∗(y)

�

Lemat 8.2 (Lemat o cyklach). Niech

(siH,xsiH,x2siH, . . . , xli−1siH) dla i = 1, . . . , k,
k∑
i=1

li = n

będą orbitami działania x ∈ G na G//H. Wtedy

θ∗(x) =
k∏
i=1

θ
(
s−1i xlisi

)
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Dowód. Ponieważ zbiór
{
xjsi | 1 ¬ i ¬ k, 0 ¬ j ¬ li − 1

}
jest zbiorem reprezentantów

warstw G//H więc

θ∗(x) =
k∏
i=1

li−1∏
j=0

θ
(
(xj+1si)−1xxjsi

)
=

=
k∏
i=1

li−2∏
j=0

θ
(
(xj+1si)−1xxjsi

)
θ
(
(xlisi)−1xxli−1si

) =
=
k∏
i=1

li−2∏
j=0

θ
(
(xj+1si)−1xj+1si

)
θ
(
s−1i xlisi

) = k∏
i=1

θ
(
s−1i xlisi

)
gdzie g oznacza reprezentanta warstwy gH. �

Definicja. Jeżeli A = Hab = H/H ′ i θ : H → Hab homomorfizm kanoniczny to θ∗ nazy-
wamy transferem G w H.

Wniosek 8.3 (Schur). Jeżeli H ¬ Z(G) i [G : H] = n <∞ to odwzorowanie x 7→ xn jest
transferem G w H.

Dowód. Jeżeli s−1i xlisi ∈ H to xli ∈ H (bo H ¬ Z(G)), czyli s−1i xlisi = xli skąd

θ∗(x) =
k∏
i=1

θ
(
s−1i xlisi

)
=
k∏
i=1

θ
(
xli
)
=
k∏
i=1

xli = xn

�

Twierdzenie 8.4 (Schur). Jeżeli [G : Z(G)] = n <∞ to G′ skończona i (G′)n = 1.

Dowód. Jeżeli G/Z(G) = {g1Z(G), . . . , gnZ(G)} to G′ jest generowana przez elementy
postaci [gi, gj ] (bo jeżeli x = giz1, y = gjz2 gdzie z1, z2 ∈ Z(G) to [x, y] = [gi, gj ]), a więc
jest skończenie generowana. Ponadto

(18) G′�G′ ∩ Z(G)
∼= G

′Z(G)�Z(G) ¬
G�Z(G)

skąd otrzymujemy, że grupa G′ ∩ Z(G) jest skończenie generowaną (bo jeżeli G jest skoń-
czenie generowana i G/H skończona to H skończenie generowana) grupą abelową. Korzy-
stając teraz z wniosku (8.3) otrzymujemy

1 = θ∗(G′) = (G′)n

skąd w szczególności (G′ ∩ Z(G))n = 1, czyli G′ ∩Z(G) jest skończona, co w połączeniu z
(18) oznacza, że G′ jest skończona. �

Definicja. Niech P ∈ Sylp(G), gdzie G–grupa skończona. Jeżeli
τ : G→ Pab

jest transferem to G/ker τ jest p–grupą abelową. W szczególności ker τ należy do rodziny

P =
{
N | N E G, G/N p–grupa abelowa

}
Możemy więc zdefiniować

G′(p) =
⋂
P =

⋂{
N | N E G, G/N p–grupa abelowa

}
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Stwierdzenie 8.5. G/G′(p) jest największym abelowym p–ilorazem grupy G.

Dowód. Jeżeli G/H jest p–grupą abelową to G′(p) ¬ H, a więc pozostaje wykazać, że
G/G′(p) jest p–grupą abelową. Niech N1, . . . , Ns będą wszystkimi elementami rodziny P.
Wtedy jądrem naturalnego homomorfizmu

ϕ : G→ G�N1 × · · · ×
G�Ns

jest G′(p), a więc G/G′(p) jest izomorficzna z podgrupą abelowej p–grupy. �

Lemat 8.6. Niech τ : G→ Pab będzie transferem G w P ∈ Sylp(G). Wtedy
• G′(p) = ker τ
• P ∩G′ = ker(τ|P )

Dowód. Oczywiście G′(p) ¬ ker τ , wystarczy więc wykazać inkluzję przeciwną. Niech
x ∈ G i przyjmijmy oznaczenia orbit działania x na G//P jak w lemacie o cyklach (8.2).
Mamy wtedy

τ(x) =

(
k∏
i=1

s−1i xlisi

)
P ′

Ponieważ G = G′(p)P (wystarczy porównać rzędy) więc możemy założyć, że si ∈ G′(p),
skąd

τ(x) =

(
k∏
i=1

xli [x−li , s−1i ]

)
P ′ = (xnc)P ′ dla c ∈ G′(p)

Jeżeli teraz x ∈ ker τ to
1 = τ(x) = xncP ′

czyli xn ∈ G′(p)P ′ ¬ G′(p)G′ = G′(p). Ponieważ ponadto xp
m ∈ G′(p) dla pewnego m i

(n, pm) = 1 więc x ∈ G′(p), co kończy dowód pierwszej części lematu.
Ponieważ ker(τ|P ) = P ∩ ker τ = P ∩G′(p), więc pozostało do wykazania, że

P ∩G′(p) = P ∩G′

Inkluzja „⊇” jest oczywista.
Aby udowodnić drugą inkluzję zauważmy najpierw, że G′(p)/G′ jest p′–grupą (tzn. p

nie dzieli jej rzędu). Gdyby bowiem p
|G′(p)/G′| to biorąc w tej grupie p′–podgrupę Halla

M/G′ otrzymalibyśmy iloraz abelowy G/M będący p–grupą o rzędzie większym od rzędu
G/G′(p) co byłoby sprzeczne z stwierdzeniem (8.5).
Niech teraz a ∈ P ∩G′(p). Ponieważ a ∈ P , więc aps = 1. Z drugiej strony z powyższej
uwagi wynika, że aq ∈ G′ dla (q, ps) = 1. Z tych dwóch warunków bez trudu otrzymujemy,
że a ∈ G′, czyli

P ∩G′(p) ⊆ P ∩G′

�

Wniosek 8.7. Przy oznaczeniach z poprzedniego lematu mamy

Im τ ∼= P�P ∩G′

W szczególności τ(G) = τ(P )
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Dowód. Ponieważ
Im τ ∼= G�G′(p)

∼= G/G
′
�G′(p)/G′

oraz jak zauważyliśmy w dowodzie drugiej części lematu p nie dzieli |G′(p)/G′| więc pm =
|G/G′(p)| jest maksymalną potęgą p dzielącą |G/G′|. Z drugiej strony grupa

P�P ∩G′
∼= PG

′
�G′

ma tę samą własność, skąd |Im τ | = |P/P ∩G′|. Ponieważ mamy ponadto homomorfizm

P/P ∩G′
∼= // PG′/G′ // // G/G′ // // G/G′�G′(p)/G′

∼= // G/G′(p)
∼= // Im τ

więc z równości rzędów otrzymujemy

Im τ ∼= P�P ∩G′
∼= τ(P )

�

Lemat 8.8. Niech P ∈ Sylp(G) będzie grupą abelową, N = NG(P ). Wtedy
• P = ZP (N)⊕ [P,N ]
• Im τ = ZP (N)
• P ∩ ker τ = [P,N ]

Dowód. Przyjmijmy oznaczenia z dowodu lematu (8.6) i niech x ∈ P , yi = xli . Z definicji
li mamy wtedy yi, s−1i ysi ∈ P , skąd na mocy abelowości P

C := ZG(s−1i yisi) ­ 〈P, s−1i Psi〉

czyli ∃ci∈C c
−1
i s−1i Psici = P . Jeżeli teraz ri = sici to ri ∈ N oraz

(19) τ(x) =
k∏
i=1

s−1i xlisi =
k∏
i=1

c−1i s−1i xlisici =
k∏
i=1

r−1i xliri =

=
k∏
i=1

xli [x−li , r−1i ] =
k∏
i=1

xlid = xnd dla d ∈ [P,N ]

Mamy więc xn = τ(x)d−1 ∈ τ(P )[P,N ] czyli

(20) P = τ(P )[P,N ] (bo (n, p) = 1 oraz τ(P )[P,N ] ¬ P )

Jeżeli τ(x) ∈ ker τ dla x ∈ P to

1 = τ(τ(x)) = τ(xnd) = τ(x)nτ(d) = τ(x)n ⇒ τ(x) = 1

czyli

(21) τ(P ) ∩ ker τ = 1

Ponieważ [P,N ] ¬ ker τ , więc na mocy (20) i (21)

P = τ(P )⊕ [P,N ] = Im τ ⊕ [P,N ] (na mocy wniosku (8.7))

Zauważmy, że jeżeli y ∈ N , x ∈ G to

tyiP = t
y
jP ⇐⇒ y−1tyiPy = y

−1tyjPy ⇐⇒ tiP = tjP
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co oznacza, że zbiór {ty1, . . . , tyn} jest zbiorem reprezentantów warstw względem P , skąd

τ(x)y = y

(
n∏
i=1

t−1x(i)xti

)
y−1 =

n∏
i=1

(tyx(i))
−1xy(tyi ) = τ(x

y)

co oznacza, że Im τ E N . Korzystając z (21) i tego, że τ(P ) = τ(G) otrzymujemy

[Im τ,N ] ¬ Im τ ∩ [P,N ] = 1

czyli Im τ ¬ ZP (N). Aby wykazać inkluzję przeciwną, zauważmy, że jeżeli x ∈ ZP (N) to
na mocy (19) τ(x) = xn czyli x ∈ Im τ (bo (n, p) = 1).
Ponieważ [P,N ] ¬ P ∩ ker τ oraz

[P : P ∩ ker τ ] = [P : ker(τ|P )] = |τ(P )| = [P : [P,N ]]

więc [P,N ] = P ∩ ker τ , co kończy dowód lematu.
�

Twierdzenie 8.9 (Taunt). Jeżeli wszystkie p–grupy Sylowa grupy G (dla wszystkich

p
|G|) są abelowe to G′ ∩ Z(G) = 1 oraz Z(G) jest hipercentrum.
Dowód. Niech P ∈ Sylp(G). Korzystając z lematów (8.8) i (8.6) mamy wtedy(

G′ ∩ Z(G)
)
∩ P =

(
G′ ∩ P

)
∩ (Z(G) ∩ P ) ¬

(
G′ ∩ P

)
∩ ZP (NG(P )) =

= (ker τ ∩ P ) ∩ ZP (N) = [P,N ] ∩ ZP (N) = 1

co oczywiście oznacza, że G′ ∩ Z(G) = 1. Korzystając z tej równości otrzymujemy

[ξ2(G), G] ¬ G′ ∩ ξ1(G) = G′ ∩ Z(G) = 1

czyli ξ2(G) ¬ Z(G) = ξ1(G). �

Twierdzenie 8.10 (Burnside). Jeżeli G jest grupą skończoną, taką że pewna jej p–podgrupa
Sylowa P zawiera się w centrum swojego normalizatora (tzn. P ¬ Z(NG(P ))) to G jest
p–nilpotentna, tzn. posiada normalną p′–podgrupę Halla.

Dowód. Ponieważ P jest abelowa, więc na mocy lematu (8.8)

P ∩ ker τ = [P,NG(P )] = 1

Ponieważ jednak G/ker τ jest p–grupą, więc ker τ jest p′ podgrupą Halla. �

Lemat 8.11. Niech p będzie najmniejszą liczbą pierwszą dzielącą |G|. Załóżmy ponadto,
że G nie jest p–nilpotentna. Wtedy p–podgrupy Sylowa nie są cykliczne, ponadto p3 lub 12
dzieli |G|.

Dowód. Niech P ∈ Sylp(G), N = NG(P ), Z = ZG(P ). Ponieważ grupa G nie jest
p–nilpotentna, więc na mocy twierdzenia (8.10) Z � N .
Gdyby P była grupą cykliczną i |P | = pr to

(22) |Aut(P )| = (p− 1)pr−1

Ponadto z abelowości P wynika, że P ¬ Z, a więc

(23) (|N/Z|, p) = 1
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Z drugiej strony N/Z jest izomorficzna z podgrupą grupy Aut(P ), skąd na mocy (22) i
(23) otrzymujemy

|N/Z|
p− 1

co na mocy minimalności p oznacza, że N = Z ��
���


��
��.

Przypuśćmy, że p3 6 | |G|. Wtedy P = Zp ⊕ Zp, skąd

|Aut(P )| = |GL(2,Zp)| = (p2 − 1)(p2 − p) = (p− 1)2p(p+ 1)

Podobnie jak poprzednio, mamy
(|N/Z|, p) = 1

oraz
[N : Z]

(p− 1)2(p+ 1)
Zauważmy, że jeżeli p > 2 to dzielniki nieparzyste liczb p− 1 i p+1 są mniejsze od p, skąd
N = Z ��

���


��
��.

Jeśli natomiast p = 2 to [N : Z] = 3, ponadto 4
|G|, skąd 12|G|. �

Twierdzenie 8.12 (Hölder, Burnside, Zassenhaus). Jeżeli wszystkie p–podgrupy Sylowa
skończonej grupy G są cykliczne to

G = Grm,n = 〈a, b | am = 1, bn = 1, b−1ab = ar〉

gdzie 0 < r < m, 2 6 | m, rn ≡ 1 (mod m), (m,n(r − 1)) = 1.
Odwrotnie, każda grupa Grm,n za współczynnikami spełniającymi powyższe warunki ma
cykliczne p–podgrupy Sylowa.

Dowód. Jeżeli G jest abelowa to G jest cykliczna, czyli G = G11,n. Załóżmy zatem, że G
nie jest abelowa. Na mocy lematu (8.11) G jest p–nilpotentna dla pewnego p, tzn. istnieje
normalna p′–podgrupa Halla.
Ponieważ G/M jest p–grupą, więc indukcyjnie na |G| łatwo wykazać, że G jest nilpo-
tentna. Niech d > 1 będzie stopniem nilpotentności grupy G. Ponieważ grupa G(d−1) jest
abelowa, więc jest cykliczna a więc posiada abelową grupę automorfizmów Aut(G(d−1)).
W szczególności jeżeli x, y ∈ G, z ∈ G(d−1) to

[x, y]z[x, y]−1 = xyx−1y−1zyxy−1x−1 = z

czyli G′ centralizuje G(d−1).
Gdyby d > 2 to na mocy twierdzenia Taunta (8.9) zastosowanego do grupy G′

G(d−1) ¬ (G′)′ ∩ Z(G′) = 1 ��
���


��
��

Mamy zatem, że d = 2, czyli grupaG′ jest abelowa a więc cykliczna. Zauważmy ponadto,
że grupa G/G′ spełnia założenia dowodzonego twierdzenia (gdyż jeżeli Q̃ ∈ Sylq(G/G′) i
Q ∈ Sylq(π−1(Q̃)) to Q̃ = π(Q) jest grupą cykliczną jako obraz grupy cyklicznej), jest
więc grupą cykliczną. Mamy zatem ciąg dokładny

1 // G′ ∼= Zm // G // G/G′ ∼= Zn // 1
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Niech Q ∈ Sylq(G). Pokażemy, że |Q|
m albo |Q|n, z czego wynika, że (m,n) = 1. Niech

N = NG(Q). Na mocy lematu (8.8)

Q = ZQ(N)⊕ [Q,N ]
Ponieważ Q jest grupą cykliczną, więc bądź [Q,N ] = Q bądź ZQ(N) = Q

Jeżeli [Q,N ] = Q to Q = [Q,N ] ¬ G′, czyli |Q|
|G′| = m.

Jeśli natomiast ZQ(N) = Q to na mocy lematu (8.8) i wniosku (8.7) mamy

|Q| = |ZQ(N)| = |Im τ | = |Q/Q ∩G′|
skąd Q∩G′ = 1. Gdyby teraz q|m to istniała by podgrupa Zq ∼= K ¬ G′, więc dla pewnego
g ∈ G, gKg−1 ¬ Q co na mocy normalności G′ oznacza, że

gKg−1 ¬ Q ∩G′ ��
���


��
��

Udowodniliśmy zatem, że (m,n) = 1. Niech G′ = 〈a〉, G/G′ = 〈b1G′〉, gdzie #b1 = nm1.
Ponieważ (m,n) = 1 i m1|m więc jeżeli b = bm11 to #b = n i G/G′ = 〈bG′〉.
Mamy więc G = 〈a, b〉, gdzie am = 1, bn = 1. Ponieważ sprzężenie przez b indukuje
automorfizm grupy G′, więc bab−1 = ar, gdzie 0 < r < m oraz (m, r) = 1. Ponieważ

a = bnab−n = ar
n

więc rn ≡ 1 (mod m).
Gdyby (m,n(r − 1)) 6= 1 to q|m i q|r − 1 dla pewnego q > 1. Niech a1 = a

m
q , wtedy

#a1 = q a ponadto
ba1b

−1 = ar1 = a1 (bo r ≡ 1 (mod q))
skąd na mocy twierdzenia Taunta (8.9)

a1 ∈ G′ ∩ Z(G) = 1 ⇒ a1 = 1 ⇒ q = 1 ��
���


��
��

Gdyby 2|m to 2|r − 1 lub 2|r. W pierwszym przypadku otrzymujemy sprzeczność z tym,
że (m,n(r − 1)) = 1, w drugim natomiast z tym, że rn ≡ 1 (mod m).
Aby zakończyć dowód twierdzenia wystarczy sprawdzić, że podgrupy Sylowa grupy
postaci G = Grm,n są cykliczne. Niech zatem P ∈ Sylp(G). Jeżeli p|m to P ¬ 〈a〉 (bo
grupa 〈a〉 jest normalna) a więc P jest cykliczna. Jeżeli natomiast p|n to P = gP ′g−1 dla
P ′ ¬ 〈b〉 i g ∈ G, a więc P jest cykliczna, jako izomorficzny obraz grupy cyklicznej. �


