Wstep do matematyki

Cwiczenia IV

1. Dla danych liczb catkowitych m,n przez p = p(m,n)
oznaczmy zdanie:
m i n sq liczbami nieparzystymi, a przez g = q(m,n)
zdanie:
m + n jest liczbg parzystq.

Czy p jest warunkiem wystarczajacym dla g7

(a)
(b)
(c)

)

(d) Czy q jest warunkiem koniecznym dla p?

Czy p jest warunkiem koniecznym dla g7

Czy q jest warunkiem wystarczajacym dla p?

2. Czy 3|n jest warunkiem koniecznym, czy wystarcza-
jacym, dla
(a) 6[n,
(b
(c
(d) n>27?

n jest suma kwadratéw dwdéch liczb naturalnych,

)
) suma cyfr liczby n dzieli si¢ przez 3,
)

3. Ktére warunki sa konieczne, a ktore wystarczajace,
na przystawanie tréjkatéw ABC i A'B'C":
(a) tréjkaty maja odpowiednio réwne katy,

(b) tréjkaty maja odpowiednio réwne dwa boki i kat
miedzy nimi,

(c) tréjkaty sie pokrywaja,
(d) dwa wierzcholki tréjkatéw sie pokrywaja?

4. Uzywajac sformulowania warunek wystarczajgcy i wa-
runek konieczny wypowiedzie¢ twierdzenie.

(a) Czworokat ma $rodek symetrii wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest réwnoleglobokiem.

(b) Jezeli tréjkat jest réwnoboczny, to ma o$ syme-
trii.

(¢) Liczba catkowita jest podzielna przez 3 wtedy

i tylko wtedy, gdy suma cyfr tej liczby jest po-
dzielna przez 3.

(d) Jezeli liczba calkowita jest podzielna przez 9, to
jest podzielna przez 3.

5. Sformutuj twierdzenia odwrotne do nastepujacych
twierdzen i zbadaj ich prawdziwos¢.

(a) Dla dowolnych z,y € R, jesli zy = 0, to z = 0

lub y = 0.
(b) Dla dowolnego = € R, jesli z+1 = 2, to (x+1)% =
4.

(¢) Dla dowolnych a,b € Z, jesli 2|a lub 2[b, to 2|ab.
(d) Dla dowolnych a,b € Z, jesli 2|a i 2|b, to 2|a + b.

(e) Dla dowolnego z € R, jesli 22 + x = 0, to 23 +

32?2 + 22 = 0.
(f) Dla dowolnego = > 0, jesli Va + 1++x +4 = 3,
tox =0.

. Utworzy¢ twierdzenia: odwrotne, przeciwstawne
(kontrapozycja) i przeciwne do twierdzenia

(4ln A 3|n) = 6|n.
Ktore z tych twierdzen sa prawdziwe?
. Sformutluj kontrapozycje twierdzenia
(a) Jezeli funkcja y = f(z) ma pochodna w punkcie
xg, to jest ciagla w punkcie xg.
(b) Jezeli f'(z) < 0 na przedziale (a,b), to funkcja
y = f(x) jest malejaca na tym przedziale.

(c) Jezeli dwie izometrie sa zgodne w trzech nie-
wspotliniowych punktach, to sa identyczne.

. Przeprowadz dowody dedukcyjne nastepujacych
twierdzen. Zapisz symbolicznie ciagi implikacji skla-
dajace si¢ na te dowody.

(a) Niech a,b,c € Z. Jezeli alb i c|d, to ac|bd.
(b) Niech a,b,c beda liczbami catkowitymi réznymi
od zera. Jedli a?|b i b3|c, to able.

(c) Jezeli x € (0,4), to ﬁ 21

(d) Jezeli x,y € Riz?+ 5y =1y?+5z, tox =y lub
T +y=05.
) Jezeli w,y > 01z <y, toz? <y
) Jezeli a € Nia?|a, toa=1.
(g) Jezelin € N, to 2|(*").
(h)

Jezeli a,b,c € Nic < b < a, to (‘;)

(c) =
(b20) - (727

(i) Kazda nieparzysta liczba calkowita jest réznica
kwadratéw dwoch liczb catkowitych.

. Przeprowadz dowody redukcyjne nastepujacych
twierdzen. Zapisz symbolicznie ciagi implikacji
sktadajace sie na te dowody.

(a) Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b
zachodzi nier6wnoéc¢

(a+D) <i+2> > 4.

(b) Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b
zachodzi nier6wnoéc¢

2
- < Vab
T3

Q|-



10. Przeprowadz

dowody dedukcyjne nastepujacych

twierdzen metoda przez przypadki, tzn. przez rozwa-
zenie mozliwych reszt z dzielenia.

(a)
(b)
(c)

11. Udowodnij

Dla dowolnej liczby catkowitej n liczba n?+3n+5
jest nieparzysta.

Jesli liczby catkowite m i n nie sg podzielne przez
3, to mn tez nie dzieli si¢ przez 3.

Jesli liczby catkowite m i n nie sa podzielne przez
3, to m? + n? tez nie dzieli si¢ przez 3.

nastepujace twierdzenia metoda nie

wprost.

(a)
(b)
(c)
(d)

Jezelin € Zi3tn3, to3{n.
Jezelin € Zi4tn? to2{n.
Dla dowolnego = € R, jedli z2+3x < 0, to x < 0.

Dla dowolnego x € R, jedli 223 —322+3x—2 > 0,
toz > 0.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich
a,b,cjedlia-b>c toa>clubb>c.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, jesli
a+b+c>d, toa> % lub b > %,lubc>%.
Jesli x jest dodatnia liczba niewymierna, to
v2x + 3 tez jest liczba niewymierna.

Jezeli a,b € Z i obie liczby: ab i a+b sa parzyste,
to a i b tez sa parzyste.

Dane sa liczby calkowite m i n. Jesli mn dzieli
sie przez 3, to m lub n dzieli si¢ przez 3.

Jesli suma kwadratow liczb catkowitych m i n
jest podzielna przez 3, to liczby m i n tez dziela
sie przez 3.

Jezelin € N i 2™ — 1 jest liczba pierwsza, to n
tez jest liczba pierwsza.

12. Udowodnij nastepujace twierdzenia metoda przez
sprzecznodé.

(a)
(b)

Liczba /2 jest niewymierna.

Dla dowolnego n € N, n > 2, liczba {/3 jest
niewymierna.

Liczba log, 3 jest niewymierna.
x+1

Rownanlle g
rzeczywistych.

= 1 nie ma rozwiazan w liczbach

Roéwnanie 18a + 51b = 19 nie ma rozwiazan w
liczbach catkowitych.

Réwnanie 22 = 4y + 3 nie ma rozwiazan w licz-
bach catkowitych.

W kazdym tréjkacie sa co najmniej dwa katy
ostre.

W kazdym trojkacie co najmniej jeden z katéw
ma miare > 60°.

(i) Dla dowolnych liczb calkowitych a, b, c, jesli a® +

b2 = 2, to a lub b jest parzyste.

(j) Niech n bedzie liczba naturalna wigksza od 1.

Jesli d jest najmniejszym dzielnikiem liczby n
wiekszym od 1, to d jest liczba pierwsza.

13. Udowodnij twierdzenia

(a) Liczba calkowita z jest parzysta wtedy i tylko

wtedy, gdy liczba 3z 4 5 jest nieparzysta.

Liczba catkowita a jest parzysta wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba a® + a® + a jest parzysta.

Niech z,y € R. Wtedy 23 + 2%y = y? +zy wtedy
i tylko wtedy, gdy y = 2% lub y = —x.

Niech a,b € Z. Wtedy a = b (mod 10) wtedy i
tylko wtedy, gdy a = b (mod 2)ia =0 (mod 5).

Jezeli a € Z, to a® = a (mod 3).

Nieréwnosé z2 < /z posiada rozwigzanie dodat-
nie.

Jezeli a,b € Z i 24 ab, to 2|a® + b?.

Jezeli a,b € Z,t0o 21a+b < 2{a?+ b2
Istnieje zbiér X taki, ze Ne X i N C X.
Istnieje n € N takie, ze 11|(2" — 1).

Kazda liczba rzeczywista spelniajaca réwnanie
23 + 2z + 3 = 0 jest niewymierna.

Jezeli n € Z, to 4|n? lub 4|(n? — 1).

14. Ocen prawdziwo$é¢ podanych stwierdzen. Udowodnij,
ze sa one prawdziwe/nieprawdziwe.

Jezeli z,y € R, to |z +y| = |z| + |yl
Jezeli z,y e Ri |z +y| = |z —yl, toy=0.

Jezeli a,b,c € N, to przynajmniej jedna z liczb
a—b,b—cia-+ cjest parzysta.

Niech a,b € N. Jezeli alb i bla, to a = b.
Niech a,b € Z. Jezeli a|b i bla, to a = b.
Jezeli a,b,c € Z i albe, to alb lub ale.
Jezell X CAUB,to X C Alub X C B.



